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Resumen

En este trabajo, k denota a un cuerpo algebraicamente cerrado y todas las dlgebras son finita-

mente generadas como espacio vectorial sobre k.

Para un 4lgebra A, se llama extensién trivial de A al dlgebra T'(A) definida como el espacio

vectorial A IT D(A) y donde el producto estd dado por:
MDD g) = g+ fp)  paradp€lyf,geDA).

Nuestro primer objetivo es describir el diagrama y las relaciones de T'(A), en el caso en que
A es un 4lgebra schurian. La descripcién que obtenemos es simple, pero sumamente 1til, pues
nos permite en particular caracterizar todas las dlgebras A’ schurian tales que T'(A’) es isomorfa
a T(A).

Es un hecho conocido que para un dlgebra A, las siguientes condiciones son equivalentes:

i) T(A) es de tipo de representacién finito de clase de Cartan Q.
ii) Existe un dlgebra inclinada A’ de tipo Dynkin @ tal que T'(A) es isomorfa a T(A').

iii) A es inclinada iterada de tipo Dynkin Q).

La equivalencia de las dos primeras condiciones fue probada por D. Hughes y J. Waschbiisch
en [HuW], mientras que la prueba de la equivalencia entre i) y iii} se debe a I. Assem, D. Happel
y O. Roldén [AsHR].

Combinando fundamentalmente estos resultados y la descripcién dada del diagrama y rela-
ciones de T'(A), se obtiene una clasificacién completa de las extensiones triviales de tipo de
representacién finito.

Una vez clasificadas las extensiones triviales de tipo de representacién finito probamos, con
un enfoque unificado, los teoremas de clasificacién de las dlgebras inclinadas iteradas de tipos
Dynkin A, D, v BEs, dados por diferentes autores. Con las mismas técnicas, indicamos como
obtener las dlgebras inclinadas iteradas de tipos Er y Esg, clasificadas por B. Roggon [Ro.

Finalmente, mostramos la utilidad de estas técnicas en el estudio de las 4lgebras inclinadas

iteradas de tipo Dy, 6 Ep.
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Introduccion

En teoria de representaciones interesa, para un algebra A de dimensién finita sobre un cuerpo,
obtener informacién sobre A a partir del conocimiento de sus médulos. En un contexto més
general, se estudia la categoria de mddulos finitamente generados a izquierda (o a derecha) sobre
un algebra de artin, esto es, un dlgebra finitamente generada como médulo sobre su centro que

es un anillo conmutativo artiniano.

En este trabajo, se consideran algebras A bésicas de dimensién finita sobre un cuerpo
algebraicamente cerrado k, lo cual permite describir a A como el dlgebra de caminos de un
diagrama finito ¢} con relaciones, como prueba un importante teorema debido a P. Gabriel.
Los médulos considerados son mddulos a izquierda finitamente generados y D = Homyg(, k)
designa la dualidad usual de un dlgebra.

Uno de los problemas cldsicos en teorfa de representaciones es el de clasificar dlgebras de
tipo de representacién finito, es decir, con un nimero finito de mddulos indescomponibles no

isomorfos.

Un aporte fundamental en esta direccién fue dado por P. Gabriel en el teorema que lleva
su nombre, donde se caracterizan las dlgebras hereditarias (dlgebras en las que un submédulo
de un mdédulo proyectivo, es proyectivo) de tipo de representacién finito como a,quéllasi que
corresponden a los diagramas de Dynkin.

Mas tarde, L. Nazarova y otros caracterizaron a las algebras de caminos hereditarias mansas
(&lgebras de caminos hereditarias de tipo de representacién infinito, donde los médulos indes-
componibles pueden ser, de alguna manera, parametrlza.dos) como aquéllas que corresponden a
los diagramas de Dynkin extendidos, a saber: An, IDl 6 IEp, con p=6,7,8, también conocidos
como diagramas de tipo euclideano.

Otro problema de interés en teoria de répresentaciones, es el estudio de ciertos tipos es-
pecificos de dlgebras . Por ejemplo, las dlgebras autoinyectivas A que son las dlgebras tales que
A es un A-mddulo inyectivo. Esta clase de algebras incluye a las algebras simétricas, es decir,
las que verifican A =~ D(A) como A — A bimédulo.

Es bien conocido el hecho de que para toda algebra A existe un algebra simétrica I', tal que

A es coclente de T,



Ejemplos importantes de algebras simétricas son: el dlgebra de grupo kG, de un grupo finito
(7 sobre el cuerpo k y las extensiones triviales. Estas 1iltimas serdn objeto de nuestro estudio.

Recordemos que la extensién trivial T(A) de un algebra A dada, se define como el espacio
vectorial A IT D(A) y donde el producto estd dado por:

A g =0Cprg+fp)  paradp€Ay f,g€D(A)

El estudio de la extensidn trivial de un dlgebra provee importante informacién sobre la misma
y reciprocamente. Esta idea se ve reflejada, por ejemplo, en el trabajo de K. Yamagata [Y2]
en 1981, donde se prueba que si el diagrama ordinario de A tiene ciclos orientados, entonces
T(A) es de tipo de representacién infinito. Otra contribucién en esta direccién fue dada por
H. Tachikawa [T] en 1980, con un importante teorema, donde muestra que para un dlgebra
hereditaria A, T(A) es de tipo de representacién finito si, y sélo si, A es de tipo de representa-
cién finito.

Las extensiones triviales de tipo de representacién finito estdn estrechamente relacionadas
con otra clase de dlgebras, a saber: las dlgebras inclinadas iteradas de tipo Dynkin, y esta
iltima clase contiene a la de las dlgebras inclinadas de tipo Dynkin.

La idea principal de la teorfa inclinante es, dada un algebra, construir un médulo tal que la
categoria de médulos de su dlgebra de endomorfismos se asemeje a la categoria de médulos del
algebra original, mas en general, que no sea equivalente. Puesto que la categoria de médulos de
un algebra hereditaria es bien conocida, se busca aprovechar este conocimiento y transferirlo a
través de la teoria inclinante. Recordemos que dado un diagrama € finito, conexo y sin ciclos
orientados, un algebra A se dice inclinada de tipo |@)| si existe un mddulo inclinante U sobre el
algebra hereditaria I' = k@ tal que A = Endr(U)*.

Una vez que se tiene un buen manejo de las dlgebras inclinadas, surge la idea de iterar el
proceso y obtener asf un conocimiento razonable de la categoria de mdédulos de una clase mayor
de 4lgebras. De esta manera, aparece de un modo natural el concepto de dlgebra inclinada
iterada. Informalmente hablando, aquéllas que se obtienen a partir' de un algebra hereditaria
reiterando el proceso inclinante un ndmero finito de veces.

La teoria inclinante ha sido extensamente estudiada. Uno de los problemas que ha suscitado
gran interés es la clasificacién de las édlgebras inclinadas iteradas de tipo Dynkin. Numerosos
matematicos han trabajado en el tema, utilizando diversas técnicas, hasta completar la clasifi-
cacién. (Ver, por ejemplo, [AsH], [AsS2], [Ha] y [Ro}).

La estrecha relacién entre las dlgebras inclinadas iteradas y las extensiones triviales de tipo
de representacién finito mencionada anteriormente, se manifiesta en los trabajos de D. Hughes
y J. Waschbiisch [HuW] e 1. Assem, D. Happel y O. Rolddn [AsHR]. En el primero se prueba
que las extensiones triviales T'(A) de tipo de representacién finito de clase de Cartan @ son
precisamente las extensiones triviales de las dlgebras inclinadas de tipo Dynkin (). Mientras que
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en el segundo se demuestra que T(A) es de tipo de representacién finito de clase de Cartan @ si, y
sélo si, A es inclinada iterada de tipo Dynkin @. Llamaremos a estos teoremas Teorema [HW]
y Teorema [AHR)], respectivamente.

En este trabajo, damos la descripcién del diagrama y las relaciones de T(A), donde A es
un élgebra schurian. Esta descripcion es simple y sumamente 1til, pues permite, por ejemplo,
hallar todas las dlgebras A’ schurian tales que T(A") es isomorfa a T'(A).

Combinando fundamentalmente este resultado, el Teorema [FIW] y el Teorema [AHR],
clasificamos las extensiones triviales de tipo de representacién finito. Determimar si una exten-
sién trivial T(A) es de tipo de representacién finito, equivale a decidir si entre todas las dlgebras
A’ tales que T(A') es isomorfa a T(A), hay alguna que sea inclinada de tipo Dynkin. En todos
los casos, esto se resuelve exitosamente, pues o bien exhibimos tal A’ o hallamos un cociente de
T(A) de tipo de representacién infinito, lo que muestra que T(A) es también de tipo infinito.

La tarea es particularmente sencilla cuando A’ es hereditaria de tipo Dynkin o un algebra
cociente de T'(A) es hereditaria, pero no de tipo Dynkin. Aunque esto es frecuente, no siempre
sucede. En el caso general, es de suma utilidad el trabajo de D. Happel y D. Vossieck [HaV]
(ver también K. Bongartz [Bo2}), en el que se clasifican las dlgebras minimales de tipo de repre-
sentacién infinito cuyo gréfico de Auslander — Reiten tiene una componente preproyectiva. A la
lista de diagramas con relaciones dada en [HaV] la llamaremos lista [HV]. A veces, usaremos
esta lista para mostrar que un algebra es de tipo de representacién infinito y en otros casos,
para probar que un dlgebra A’ tal que T'(A") ~ T(A), es inclinada de tipo Dynkin.

Clasificadas las extensiones triviales de tipo de representacién finito de clase de Cartan @, el
método para decidir si un dlgebra A es inclinada iterada de tipo Dynkin @ consiste en: construir
su extensién trivial T(A) y ver si la misma es isomorfa a alguna de las extensiones triviales de

la clase correspondiente, dadas en este trabajo.

Mas aiin, con un enfoque unificado, obtenemos los teoremas de clasificacién de las algebras
inclinadas iteradas de tipo Dynkin A, D, v Eg, dados por diferentes autores. Respecto a las
algebras inclinadas iteradas de tipo [,, con p = 7, 8, sélo mostramos que la técnica usada en
los otros casos permite obtener una lista completa de las mismas, pero no las incluimos dado

que el nimero de casos a considerar es muy elevado.

En resumen, se reduce el problema de clasificar dlgebras inclinadas iteradas de tipo Dynkin
al de clasificar extensiones triviales de tipo de representacién finito, y este dltimo se reduce,
finalmente, a determinar si ciertas dlgebras son inclinadas de tipo Dynkin. Lo que permite
resolver ambos problemas de clasificacion es la forma en que se complementanlos casos en los
que podemos decidir facilmente que una extension trivial es de tipo de representacién infinito,
con aquéllos en los que es posible determinar si un algebra es inclinada de tipo Dynkin.

A continuacién, indicamos la organizacion del presente trabajo. El Capitulo 1 esta dividido
en cuatro secciones. La primera de ellas contiene definiciones y propiedades bésicas de la ex-
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tensién trivial de un 4lgebra. Las dos secciones siguientes constifuyen la pa.rte principal de este
capitulo, estdn dedicadas especificamente a describir el diagrama y las relaciones de la exten-
sién trivial T'(A), donde A es un 4lgebra schurian. Por dltimo, en la Seccién 1.4 aplicamos la
descripcién dada en las secciones previas a efectos de obtener una interpretacién sencilla, pero
sumamente 1itil de los resultados de S. Brenner [Br].

En el Capitulo 2 comenzamos presentando los conceptos bésicos de la teoria inclinante
e indicamos algunos hechos conocidos sobre dlgebras inclinadas iteradas. De gran utilidad
para nuestro propdsito es el Teorema 2.2.6. El mismo afirma que si & es un 4dlgebra de la
lista [HV] y e un idempotente asociado a una fuente en @, entonces, 3/ eX es inclinada de
tipo Dynkin. El capitulo concluye con algunos resultados sobre extensiones triviales probados
por diferentes autores, dado que varios de los mismos juegan un rol central en la resolucién de
nuestro problema de clasificacién.

En el Capitulo 3 damos la clasificacién de las extensiones triviales de tipo de representacion
finito. Consideramos tres casos, de acuerdo al nimero de sumandos directos indescomponibles
de los médulos P /soc P; donde P es proyectivo indescomponible. El resultado principal de

este capitulo es el siguiente:
Teorema. Una extension trivial T(A) es de tipo de representacion finito si, y sélo si, verifica

I - - . 0
una y sélo una de las siguientes condiciones:

(a) T(A) = T(A"), donde A’ se obtiene de:

2
3: e
agregando un ramo truncado en. el vértice 4, o bien agregando un ramo truncado de longi-

tud dos en el vértice 8 y un ramo truncado de longitud mayor que uno y a lo sumo cuatro
en el vértice 4.

(b) (b1) Para todo vértice a en Qrea), cada clase de congruencia de ciclos tiene un sélo

elemento.

(b2) Seal>3. SiCy,...,C; son ciclos orientados en Qr(a), tales que
CinNCy#0, ConCs#0, -+, CaNC #0,
entonces CyNCL = 0.

(¢) El diagrama ordinario de T'(A) con las relaciones correspondientes, es uno de los listados
en los corolarios 3.2.5, 3.2.6, 3.2.7, 3.2.9 o en los teoremas 3.3.9, 3.3.11, 3.3.16,
3.3.17.

Cabe mencionar que las extensiones triviales de tipo de representacién finito con una suce-
sién de Auslander — Reiten con cuatro términos en el medio, son precisamente las que satisfacen
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la condicién (a) del teorema precedente. Es claro, ademds, que las mismas son de clase de Car-
tan D,, o bien de clase de Cartan E,, con p = 6,7,8. Las extensiones triviales de tipo de
representacion finito de clase de Cartan A, son exactamente las que verifican la condicién (b).
Mientras que las extensiones triviales que satisfacen la condicién (c) son: extensiones triviales
de clase de clase de Cartan Eg, D,,, E7 6 Eg con rP/soc P indescomponible para todo P (coro-
larios 3.2.5, 3.2.6, 3.2.7, 3.2.9, respectivamente) o bien aquéllas tales que el maximo ntmero
de sumandos directos indescomponibles de rP/soc P es dos (teoremas 3.3.9, 3.3.11, 3.3.16,
3.3.17, respectivamente).

En el Capitulo 4 probamos usando los resultados del Capitulo 3, el Teorema [HW] y
el Teorema [AHR)] los teoremas de clasificacién de las dlgebras inclinadas iteradas de tipo
Dynkin A,, D, v Eg dados por distintos autores. Con las mismas técnicas, se indica ¢émo
obtener las dlgebras inclinadas iteradas de tipo E; y Bg, clasificadas por B. Roggon [Ro]. Por
tltimo, presentamos un resultado de I Assem,._ J.Nehring y A. Skowrotiski sobre extensiones
triviales domésticas de algebras simplemente conexas y damos algunos ejemplos que ilustran
como utilizar el resultado indicado y las técnicas desarrolladas en este trabajo en el estudio de
las dlgebras inclinadas iteradas de tipo D, 6 ]Ep.



Preliminares

Sea k un cuerpo. Una k-dlgebra A se dice bésica si en la descomposicién A = [[F;, de A como
suma de A-médulos proyectivos indescomponibles, F; ¢ P; para i # j.

Para una k-algebra A, notaremos con Mod A a la categoria de A—mddulos, con modA a la
subcategoria llena de Mod A de A-médulos finitamente generados y con ind A a la subcategoria
llena de mod A cuyos objetos son representantes no isomorfos de los A-médulos indescomponi-

bles finitamente generados.
Vale el siguiente teorema, debido a P. Gabriel:

Teorema (Gabriel). Para toda k-dlgebra A de dimensidn finita existe una nica (a menos
de isomorfismos) k-dlgebra A’ de dimensidn finita y bdsica tal que las categorias modA y mod
A de A y A~mddulos finitamente generados, respectivamente, son equivalentes (es decir, son

Morita equivalenies).

De acuerdo a este resultado, si A es una k-édlgebra de dimensién finita, para estudiar la
categoria modA es posible suponer, sin pérdida de generalidad, que A es basica.

En este trabajo, todas las dlgebras serdn bdsicas, indescomponibles y de dimension finita
sobre un cuerpo algebraicamente cerrado k fijo. La palabra ideal significard “ideal bildtero”.
Para un algebra A, denotaremos con rad A, o bien simplemente r, al radical de Jacobson de A.
Por un A-mddulo entenderemos un A—médulo a izquierda. Sabemos que si A es una k-dlgebra
y M un A-médulo, el radical de M coincide con (rad A) M, que denotaremos con M.

Es bien sabido que toda dlgebra A bdsica, indescomponible y de dimensién finita sobre un
cuerpo algebraicamente cerrado k, es isomorfa al cociente k()a /I del dlgebra de caminos k@,
donde @y es un diagrama finito y conexo, e I es un ideal admisible de k(). Recordemos que un
ideal I de kQ, es admisible si ™ (k@Qa) C I C r?(kQ,) para algin entero n, donde T (kQy)
coincide con el ideal generado por todas las flechas de kQ)4. En adelante, todas las relaciones
serdn admisibles, es decir, A = kQa /7 significard siempre que I es un ideal admisible.

Se llama diagrama ordinario de A al diagrama ()4 con un niimero minimo de vértices tal
que kQx/I =~ A, para algin ideal admisible [.

Para un diagrama @ dado, indicaremos con |@Q)] al grafo no orientado de Q. Notaremos con
o al conjunto de vértices de Q y con @, al conjunto de flechas de ). Si o es una flecha de
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@1, s{a) y e() denotardn, respectivamente, a los vértices origen y final de o. Un camino es
una sucesién de flechas p = ay, ... qy, con e(ay) = s(apy1) para 1 < ¢ < n, o bien, el simbolo ¢;
para ¢ € (Jo. Llamaremos caminos triviales a los caminos e; y definimos s(e;) = e(e;) = 1.
Para un camino no trivial p = o, ... definimos s(p) = s{a,) v e(p) = e{(a,). Un camino no
trivial p se dice un ciclo orientado si s(p) = e(p).

Si A =FkQn/I es un dlgebra e 1 € (Q4),, notaremos con S; al A-mddulo simple asociado a

iy con P e I; a las capsulas proyectiva e inyectiva de S;, respectivamente.

Dado un diagrama @, se dice que un subdiagrama @’ de @ es lleno si para todo par de
vértices z e y de (@)o, las flechas de z a y en @' coinciden con las flechas de z a y en @.

Sucesiones y Grafico de Auslander — Reiten

En los afios 70, M. Auslander e I. Reiten introdujeron la nocién de sucesién que casi se parte
(actualmente llamadas también sucesiones de Auslander — Reiten). Ademds de la importancia
tedrica de las mismas, los morfismos que componen estas sucesiones se utilizan para definir el
grafico de Auslander — Reiten de un algebra A.

Daremos aquf las nociones y resultados principales, que pueden verse en [AuRS].
Definiciéon. Una sucesion exacta
f g
0—A>=B=C—0
en modA se dice una sucesion de Auslander — Reiten si:
i) Ay C son indescoraponibles
ii) La sucesién no se parte.

ili) Para todo morfismo & : X — C, que no es un epimorfismo que se parte, existe b’ : X — B
tal que gh' = h.
Observacidn. Las condiciones (i), (ii) y (iii) son equivalentes a (i), (ii), (iii’), donde:
iii) Dado un morfismo A : A — X, que no es un monomorfismo que se parte, existe ' : B — X
tal que A’ f = f.
El siguiente resultado muestra la unicidad de las sucesiones de Auslander — Reiten.

Proposicién. 510 - A —- B - C =0 y 0— A — B — C — 0 son sucesiones de
Auslander — Reiten, entonces A~ A’ y B~ B'. Mds aun, existe un diagrama conmutativo

0 s A » B > » 0
S
0 A r B C > 0
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Cuando A es inyectivo o C' es proyectivo, toda sucesién 0 — A — B — ' — 0 se parte, de
modo que no existe sucesién de Auslander — Reiten.

En el teorema que enunciaremos ahora, veremos que excluyendo estos casos siempre existe
una sucesién de Auslander — Reiten y ademds describiremos a A en funcién de C y reciproca-
mente. Para ello es necesario recordar la nocién de traspuesta.

Sea M un A-médulo y P, — F, — M — 0 una presentacidén proyectiva minimal de M.
Esto es, la sucesién P, — Fy — M — 0 es exacta, Iy es la cdpsula proyectiva de M y P
es la cdpsula proyectiva de Ker(Fy — M). Sea * = Homa( ,A). Si X es un A-mdédulo, X*
es un A°P—médulo, poniendo (fA)(m) = f(m)A, si f € X*, A € Aym € X. Definimos la
traspuesta de M, que denotamos Tr M, como el contcleo de la apﬁéacién B — P La
estructura de A?-mddulo de Fy y P induce en Tr M una estructura de A®-médulo.

Teorema. Dado un A-médulo indescomponible no inyective A (no proyectivo C) eziste una
sucesion de Auslander — Reiten 0 — A — B — (' — 0 y ademds:

i)y AxDTr C

ii) C~TrDA

El teorema. y la proposicién anterior nos dicen que la sucecién de Auslander — Reiten es un
invariante del A—mddulo no inyectivo A (no proyectivo C).

Vamos a dar ahora los conceptos de morfismo pozo (“minimal right almost split map”) y de

morfismo fuente (“minimal left almost split map”).

Definicién. Sea C un médulo indescomponible.

i} Un morfismo g : B — C se dice un pozo en C si se verifican las siguientes condiciones:

(a) g no es un epimorfismo que se parte.

(b) Para todo h: B — B tal que gh = g, h es un automorfismo.

(¢) Para todo h: X — C que no es un epimorfismo que se parte, existe h' : X — B tal
que gh' = h.

ii) Un morfismo f : C — E se dice una fuente en C si se verifican las siguientes condiciones:

(a) f no es un monomorfismo que se parte.
(b) Para todo h: E ~ E tal que h f = f, h es un antomorfismo.
(c) Para todo h: C - X que no es un monomorfismo que se parte, existe o' : £ — X

tal que A f = h.

Proposicién. Sea 0 — A 4 B % € — 0 una sucesidn de Auslander - Reiten, entonces f es

una fuente y g es un pozo.



Proposicién. Sea C' un A—mddulo indescomponible. Entonces:

i) Si C no es proyectivo y g : B — C es un pozo, entonces g es un epimorfismo y 0 —
Kerg — B % ' — 0 es una sucesién de Auslander ~ Reiten.

1) Si C no es inyectivo y f : C — E es una fuente, entonces f es un monomorfismo y
0— C L E — Coker f — 0 es una sucesion de Auslander — Reiten.

Tenemos la siguiente observacién:

Observacion.

i) Sea P un mddulo proyectivo indescomponible no simple, entonces la inclusién i : TP — P
es un pozo y todo otro pozo en P es isomorfo a 1.

ii) Sea I un médulo inyectivo indescomponible no simple, entonces la proyecmon Tl —
I/socI es una fuente y toda otra fuente en I es isomorfa a .

Otro tipo importante de aplicaciones son las aplicaciones irreducibles. Recordamos ahora
este concepto.

Definicién. Un morfismo f: A — B en modA se dice irreducible si:

i} f no se parte.

ii) Para todo diagrama conmutativo:

C,
/e
ALy
h es un monomorfismo que se parte, o bien g es un epimorfismo que se parte.

QObservacion. Si f: A — B es irreducible, entonces f es un epimorfismo o un monomorfismo.

La siguiente proposicién muestra la relacién entre los morfismos irreducibles, los morfismos
pczo y los morfismos fuente.

Proposicion.

i) Sea C un A-mddulo indescomponible. Entonces un morfismo g : B — C es irreducible st,
y sdlo si, existe un morfismo g' 1 B' — C tal que el morfismo inducido (g,¢") : BUB — C
es un pozo en C.

i) Sea A un A-mddulo indescomponible. Entonces un morfismo g : A — B es irreducible si,
y s6lo si, existe un morfismo g’ : A — B’ tal que el morfismo inducido (;’,) :A— B
es una fuente en A.



En este trabajo haremos uso del siguiente resultado, que da la estructura de las sucesiones
de Auslander — Reiten cuyo término medio tiene un sumando no nulo proyectivo — inyectivo.

Proposicidén. Las sucesiones de Auslander — Reiten con un mddulo proyectivo - inyectivo en
el término medio son de la forma: 0 —» vP — PHvrP/soc P — rP/soc P — 0, donde P es un

mdédulo indescomponible proyectivo — inyectivo y no simple.

Sean A, B en modA. A continuacién definiremos, para n > 1 los subconjuntos rad”(A4, B)

de Homy (A, B) inductivamente, como sigue:

i) Paran =1, rad'(4, B) = 1ad(4, B) = {f € Homa(4, B) : h f g no es un isomorfismo
cualquiera sea g: X — Ay h: B - X, con Xenind A}.

Es un hecho conocido que rad(A, B) es un submédulo de Homy (A, B).
ii) rad™(4, B) = {f € Homy (A, B) : existe X en mod A y morfismos g € rad(4, X)
y h € rad™ (X, B) con f = hg}.
El siguiente resultado muestra la conexién entre morfismos irreducibles y el radical.

Proposicién. Sean A, B A-mdédulos indescomponibles. Un morfismo f : A — B es irreducible
si, y sdlo si, f € rad(A, B) — rad®(4, B).

Vamos a definir ahora la nocién de grafico de Auslander — Reiten.

Definicién. Sea A un &lgebra. El gréfico de Auslander — Reiten I'y de A se define como

sigue:

i) Los vértices estdn en correspondencia biyectiva con las clases de isomorfismos de los
A-médulos indescomponibles, esto es, a cada médulo indescomponible M se le asocia un
vértice [M] y los vértices [M] y [M’] son los mismos si, y sélo si, M ~ M’

ii) El nimero de flechas de [M] en [M'] estd dado por la dimensién del espacio vectorial
rad(M, M) /rad®(M, M").

Observacion.

i) T'p no tiene lazos. En efecto, en caso contrario, existirfa una aplicacién irreducible de un
vértice en si mismo, lo cual es una contradiccién.

ii) T's es localmerte finito, es decir, para cada vértice [M] el nimero de flechas que salen y
llegan a [M] es finito.
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iii} Los vértices correspondientes a mddulos proyectivos se llaman vértices proyectivos y
aquéllos correspondientes a mdédulos inyectivos se dicen vértices inyectivos. Se tiene una
aplicacién biyectiva entre el conjunto de vértices no proyectivos y el conjunto de vértices
no inyectivos, inducida por D Tr. Esta aplicacién se llama traslacién y se denota D Tr,
o bien 7. Ademsds, si M es un A-médulo indescomponible no proyectivo, entonces el
nimero de flechas que salen de [DTr M] es igual al ndmero de flechas que llegan a [M].

Vamos a introducir ahora la nocién de componente en ind A. Se dice que dos médulos A
v B en ind A estéan en relacién si existe un morfismo irreducible f : A — B. Consideremos
la relacién de equivalencia generada por la relacién dada. Se denomina componente a cada
clase de equivalencia, luego A y B estan en la misma componente si, y sélo si, existe un ntimero
natural n, médulos indescomponibles z; parat = 1,...,n, y para cada ¢ un morfismo irreducible
fi 1 Ty — Ziyy, 0 bien un morfismo irreducible g; : zj41 — 25, con ;= Ay z, = B.

El grafico de Auslander — Reiten de un &lgebra se descompone en componentes conexas,

definiremos aqui algunas de esas componentes.

Definicién. Una componente conexa C del grafico de Auslander - Reiten de un algebra A se
dice preproyectiva si se satisfacen las siguientes condiciones:

i) Si A € C, entonces (D Tr)"A es proyectivo, para algin entero no negativo n.

it} C no tiene ciclos orientados.

Dualmente, se tiene:

Definicién. Una componente conexa C del grafico de Auslander — Reiten de un algebra A se
dice preinyectiva si se satisfacen las siguientes condiciones:

i) Si B € C, entonces (Tr D)" B es inyectivo, para algin entero no negativo n.

ii) C no tiene ciclos orientados.
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Capitulo 1

Diagrama y relaciones de la extension

trivial de un algebra schurian

Recordemos que un algebra A se dice schurian si dimy (HomA(P, @)) < 1, cualesquiera sean
Py @, A-médulos proyectivos indescomponibles. Exn este capitulo describiremos el diagrama
ordinario y las relaciones de la extensién trivial de un dlgebra A, en el caso en que A es schurian.

En la Seccién 1.1 presentamos algunos resultados bésicos sobre extensiones triviales. La
Seccién 1.2 y la Seccién 1.3 estdn dedicadas a dar la descripcién mencionada y a ilustrar
la misma con algunos ejemplos. El capitulo concluye con el estudio de una aplicacién de los

resultados vistos en las secciones precedentes.

1.1 Extension trivial de un algebra

Definicién 1.1.1. Sea A una k—dlgebra y D(A) = Homy(A, k) el dual de A, con la siguiente

estructura de A — A bimédulo:

MA@ = Fex), (MW =FfOp) pararpeAy feDA)

La extensién trivial T(A) = A X D(A) de A por D(A) es el dlgebra cuya estructura de
k—espacio vectorial es la de A II D(A) y donde la multiplicacién esta dada por:

N Ag) = (Ap,Ag+fp) paradp €Ay f,g€D(A)

Daremos en la siguiente proposicién algunas propiedades bésicas, que nos serdn de utilidad
en lo que sigue. Si bien la demostracién es elemental, se incluye aqui por razones de claridad.

Proposicién 1.1.2. Sea A una k-dlgebra, entonces:

i) radT(A) = (r,D(A)) = {(X\. f) : A€, f€E D(A)}, donde v =rad A.
12



ii) rad® T(A) = (r%,r D(A) + D(A) 7).

iii) rad 7(A)/rad* T(A) y (r/r2 ,D(A)/(r D(A) + D(A) T)) son isomorfos como k-espacios
vectoriales. '

Demostracién:

i) Como (0, D(A))2 = 0y (v,0) es un ideal nilpotente, se tiene que rad T'(A) 2 (v, D(A)).
Por otra parte, el anillo T'(A)/(v,D(A)) es isomorfo a A/r que es semisimple, en conse-

cuencia rad T(A) C (r,D(A)).
ii) Sean (A, f), (g, ¢) € rad T(A). Luego
(M (s g) = (A Ag + fp) € (7%, v D(A) +D(A) 1),

de donde resulta que rad® T'(A) C (v, D(A) + D(A) ).

Sea ahora (A, k) € (v%,+ D(A) + D(A) ). Entonces los elementos k y A pueden escribirse
COmo: " .
h=Z,uifi+9i,UJ§ y /\=Z)\z‘/\£,
i=1 i=1 _
respectivamente, donde A;, A, i, p: € v =rad A y fi, 9: € D(A). De aqui:

1

(A0 =D (A, 0(3,0) v Z(m, )0, fz) + (0, 8:)(14,0)

=1 i=1

y por lo tanto, pertenecen al ideal rad® T(A). Se sigue entonces que

(A h) = (), 0) -+ (0, k) € rad? T(A).‘

iii) Sea¢:radT(A) — (r /v, D(A)/ (v D{A)+D(A) r)) la transformacién lineal definida por
d(\ ) = (). Aqui X denota la clase de A-mdédulo 12 y f indica la clase de f-médulo
r D(A) + D(A) r. Es facil ver que ¢ es un epimorfismo y que ker ¢ = rad® T(A). Luego,
existe un isomorfismo

@ : rad T(A) /rad® T(A) — (r/r / (r D(A)+D(A)r)). [

La aplicacién ¢ : T(A) — D(T'(A)), definida por t(X, f)(1,g) = f(1) + g(A), es un isomor-
fismo de T(A) — I"(A) bimédulos, lo cual muestra que T(A) es un dlgebra simétrica y por lo
tanto, autoinyectiva. '

Por otra parte, la aplicacién « : T(A) — A; «(A, f) = A, para A € Ay f € D(A) es
un epimorfismo de k-élgebras con mucleo (0, D(A)). Luego, 7 induce una inclusién candnica
de modA en modT (A} que permite identificar la categorfa modA con la subcategorfa llena de
modT'(A) cuyos objetos son los T'(A)-médulos M tales que {0,D(A)) M = 0.
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1.2 El diagrama ordinario de T'(A)

En esta seccién describiremos el diagrama ordinario de la extensién trivial T(A) de un dlgebra
schurian A = kQa/I.

En lo que sigue, si € kQ,, notaremos con T al elemento correspondiente en A. Un camino
pen @4 se llamard maximal sip# 0 y @p = 0 = Pa, para toda flecha a € Q4.

El siguiente lema serd de suma utilidad para nuestro propésito:

Lema 1.2.1. Sea A = kQa/I un dlgebra schurian. Entonces dimy, (D(A)/(r D(A) + D(A) 1) )
es igual o la dimensién del k—espacio vectorial generado por los elementos B en A, donde p es

un camino mazimal.

Demostracién:  Sea B = {D1,... ,P1, Pet1» - - - » Py una k-base de A, formada por caminos
y ordenada de modo tal que para ¢ = 1,...,%, p; es un camino maximal de (), mientras que
los restantes elementos de B corresponden a caminos no maximales. Consideremos

B* = {f,..., B P s- - »Dm } C D(A),

la base dual de B, es decir, para cadai=1,...,m, 5" (%) = 1 y 5" (7;) = 0si i # j. El lema
quedard demostrado si probamos que las imagenes de 77, ... ,5;* en D(A)/(r D(A) + D(A) r)
forman una base del mismo.

En primer lugar, veamos que para t < i < m se verifica ;" € v D(A), o bien 77" € D(A)r.
En efecto, para cada i =t +1,...,m, p; no es un camino maximal, lo que implica que existe
una flecha a; tal que p; & 7£ 0, o bien @; P; # 0. Supongamos que F; o # 0. Puesto que A es un
4lgebra schurian se verifica que P; &g = a;; pj con 0 ay; € k para algin j =1,... ,m. Luego:

(EE*)(E) = ﬁ;*(p'i CU-,;) = ﬁj‘?*(a’ij p—.ﬂ_) = Qi; = Qi rﬁ;*(ﬁ)
Ademds, si s # i, entonces:
(@p)ps) =757 (Psa) = 0,
pues en caso contrario, ps oy = bp; = ba{jlm, donde 0 # b € k. Dado que A es schurian, se
sigue que D = cP;, con ¢ € k, lo cual es una contradiccidn, pues P; y P; son linealmente indepen-

dientes. Tenemos entonces que a;; p;* = ®; P;° ¥ en consecuencia p;” € T D(A). Andlogamente
se prueba que si &; p; # 0, entonces P;* € D(A)r.

Por lo tanto las imégenes de p17, ... ,ﬁ;" en D(A)/ (v D(A) + D(A) r) forman un conjunto
de generadores de este espacio vectorial.

Por otro lado, si

> e =0 mod (r D(A)+D(A)7),

=1
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donde cada. a; € k, entonces:

t I
Y@l = Aifit+ g,

i=1 1wl
con A, pi €Ty fi,0: € D(A). Luego, para j=1,...,¢t

{

Zazpz (p;r = Z(Az fz)(p ) guuz (PJ Zfz p_‘] +g‘l(.|u"tp_?)

i=1 i=1 f==1

Ahora bien, como cada p; es un camino maximal y A;, ii; € 7, se tiene:
pirA=0=p;p;, parai=1,...,1 y j=1,...,¢
y en consecuencia a; = {} para Itodo i, lo cual completa la demostracién. |
Nos encontramos ahora en condiciones de probar el resultado principal de esta seccién:
Teorema 1.2.2. Si A = kQu/I es un dlgebra schurian, entonces el diagrama ordinerio de
T(A) estd dado por:
i) (Qrey), = (Qa)o-

ii) (QT(A))]_ = (QanU{Bs,--- +On }, donde {F1, ... ,Te} es un conjunto formadoe por caminos
magzimeles, linealmente independiente mazimal en A. Ademds, para cada i, By, €s una

flecha tal que 5(By.) = e(pi) y e(Bp) = 5(ps)-

Demostracion:
i) Consideremos (Qa)o = {1,... ,n}, el conjunto de vértices de Qs y sea {ey,... ,ex} el con-
junto de los caminos triviales en kQs. Un simple cdlculo muestra que {(e7,0),... , (5,0)}

es un conjunto completo de idempotentes ortogonales primitivos de T(A). Se tiene en-
tonces que Qr(a) tiene n vértices numerados de 1 a n en correspondencia uno a uno con

(EL 0): ' ,(?3:,0).

il) Para cada par de enteros 4,7, donde 1 < ¢, < n, el ntimero de flechas del vértice ¢ al

vértice 7 es igual a

dimg ((@5,0) rad T(A)/rad? T{A) (0))-

De la Proposicion 1.1.2 se sigue que

dimy, ((é’;, 0) rad T(A)/rad2 T(A) (&, 0)) =
dimy, (e_jr / 2 E{) + dimy, (e_j D(A)/ (v D(A) -+ D(A)7) e—i)
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El primer sumando del segundo miembro es igual al nimero de flechas del vértice 7 al
vértice j en @, v este nlimero es cero o uno, pues A es schurian. Por otra parte, del
Lema 1.2.1 se sigue que

dimy, (a D(A)/(r D(A) + D(A) ) e—) =0
si no hay caminos maximales de j en %, o bien, en caso contrario:
dimy, (e; D(A)/(r D(A) +D(A)T) &) =1
M4s ain, se deduce que
dimy, ((e_j, 0) cad T'(A) [rad® T(A) (g, 0)) =2
si, y sélo si, se verifican las siguientes condiciones:

(a) Existe una flecha en Qa del vértice ¢ al vértice j.

(b) Existe un camino maximal del vértice j al vértice 1.

Por lo tanto, a cada flecha & : ¢ — j en Q4 le corresponde una flecha de 7 a j en Qr),
que denotaremos también con o y si {Dy,... ,; Pz} es un conjunto de caminos maximales
linealmente independientes en A, cada uno de ellos induce una flecha 8, : e(p;) — s(p;)

en QT( A)-

Concluimos que (QT(A))l = (@) U {Bs,-- +Bpt, donde {Pr,... ,Fi} es un conjunto
linealmente independiente maximal en A formado por caminos maximales y adem4s, para

cada i, 3, es una flecha tal que s(8,,) = e(p:) y e(Bp,) = s(p:). |

Como consecuencia inmediata del teorema anterior, se obtiene el siguiente resultado:

Corolario 1.2.3. Toda flecha de Qray pertenece, al menos, a un ciclo orientado.

Demostracién:  Sabemos que (QT(A))l = (@a1U{Bp,... .05y} Claramente, cada flecha
Bo:y i =1,... ,t forma parte del ciclo 3, p;. Sea a € (@4): ¥y p un camino maximal en ¢, tal
que @ es una de sus flechas. El elemento 7 es miiltiplo no nulo de algin p;, digamos 7 = a7y,
con 0 # ¢ € k. Por lo tanto, o forma parte del ciclo orientado 3, p. |

Los ejemplos siguientes ilustran la deseripcién precedente:

Ejemplo 1.2.4. Sea A tal que dim; A = 1. Entonces es claro que

e
1
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Ejemplo 1.2.5. Sea A; el dlgebra dada por el diagrama @ :

Los 1inicos caminos maximales en A; son p; = ag o; y p2 = a3 ¢, asociadas a ellos se tienen las
flechas G, : 3 — 1y B, : 4 — 1 en Qqya,), respectivamente, y puesto que @ es un subdiagrama

de Qr(n,), concluimos que:

4

Ejemplo 1.2.6. Sea Aq el lgebra dada por el diagrama @ :

¢4 gz [0 )
1 2 3 4

con la relacion ag ap @ = 0. Tenemos que p; = a3 @1, p2 = a3 g son los caminos maximales en
kQ, ademds {77, 72} es un conjunto linealmente independiente. Por consideraciones similares a

las del ejemplo anterior, se deduce que

1
Be
| Oy 23
: 4

Ejemplo 1.2.7. Sea A3 dada por el diagrama:
3
o2 a3
1
i 2< : 5
aaNUs
4

con relaciones: agag = asay, agay = 0, aya; = 0. En este caso los caminos maximales

1

SOn Py =, P2 = Qa0 ¥ P3 = as &y Como Pz = P el diagrama de T(A3) se obtiene de @
agregando las flechas §,, : 2 — 1, §,, : 5 — 2. Es decir, Qr1(ng) €8

3
a

ﬁ!’] a2 3
FAVAN
1 o 2\/5

o4 (¢ 4]
4

Los ¢jemplos 1.2.5 y 1.2.6 muestran que si bien A; % Ao, las dlgebras T(A;) y T(Az) tienen
el mismo diagrama. Més atin, veremos en la préxima seccién que T(A;) ~ T(As).
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1.3 Descripcién de las relaciones

En.esta seccién describiremos las relaciones de T'(A) cuando A es un 4lgebra schurian. En lo
que sigue, sea M = {77,... ,P;} un conjunto fijo formado por caminos maximales y linealmente
independiente maximal en A. Es conveniente para nuestro propésito introducir las siguientes

definiciones:

Definicién 1.3.1. Diremos que un ciclo orientado C' de Qr(a) es elemental si se verifica que
C = By, &tn -+ @1, donde p; € M, a, --+ o) es un camino maximal en @y y o, -~ 0 = apy,
con0#ack.

Notemos que la longitud de un ciclo elemental es por lo menos dos, salvo que dimg A = 1.

Definicién 1.3.2. Diremos que un camino g de Qp(s) admite suplemento si estd compuesto
por flechas de un ciclo elemental C' de longitud mayor o igual que la de g. En tal caso,
llamaremos suplemento de g en C al camino trivial ey, si s(g) = e(g) o en caso contrario,

al camino formado por las restantes flechas de C.

Ejemplo 1.3.3. Sea Az el dlgebra dada en el ejemplo 1.2.7. Entonces C) = 8, a1, Cp =
Bpy 3 0o, C3 = fp, 05 g son los ciclos elementales de Grp(ag)-

El suplemento de §,, en el ciclo elemental Cs es a5 0y4.

Los caminos o By, Co = fp, a3 00, Ca = fp, ¥5 4 admiten por suplemento en Cy, Cy y Cj,

respectivamente, al camino tivial es.

Teorema 1.3.4. Sea A = kQp/I un dlgebra schurian, donde I es un ideal admisible de kQx.
Sea Ity el ideal de kQqay generado por:

i) Los caminos formados por n+ 1 flechas de un ciclo elemental de longitud n.
il) Los caminos cuyas flechas no pertenecen a un mismo ciclo elemental.

iii) Los elementos ¢ — bq', donde q y q' son caminos con el.mismo origen y el mismo vértice
final que verifican una de las siguientes condiciones:

(a) T=0q, con0£bek, si qyq son caminos en kQp, o bien:
(b) ¢ y ¢’ admiten el mismo suplemento y en ciclos elementales
Omﬁpian"'al NG O’:ﬁpja;n...ai,

respectivamente, donde y es un camino en kQp, o -+ @y = ap; y oo, -+ oy = a’ p;,
con0+#a,d €k yb=2

a’

Entonces Ipay es admisible y T(A) = kQrw) / Iray -
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Para demostrar el teorema, consideremos el morfismo de k-dlgebras ® : kQrea) — T(A)
definido sobre los caminos triviales y los caminos de longitud unc como sigue:

Ple;) = (5,00 (i=1,...,n)
®{a) = (&, 0)
(D(Igps) - (O:ITi*)

Las siguicntes observaciones serdn de utilidad:

Observacion 1.3.5. ®(g) = 0 si ¢ es un camino entre cuyas flechas aparecen por lo menos dos
de la forma 3,,. En efecto, como ® es multiplicativa, basta probar que ®(3,, o, - o1 B} = 0,
donde ay, ... ,an, € (@a)1. Aplicando la definicién de @ y la definicién de multiplicacién en
T(A) resulta:

(I)(ﬂpj RN ¢ 41 ﬁp;) = (O:E*)(an ’ al,O)(O_,_ﬁ*) = (O:p?* O+ - CYl)(O,}'Ti*) = (0:0)

Observacion 1.5.6. Sea C = [, &y -+ - @3 un ciclo elemental, donde Qn - - a1 = ap;, con 0 #
a € k. Luego
(C)y = (0,7 ) (@ @1, 0) = (0,7 @ - o)
y como
D O Q1(€s(ay) =Pi (Gn - Q1) = a 50,
entonces $(C) # 0. Mds aln, si C; = a;_1 -+ &1 By, @n -+ ¢, para 2 < j < n, se tiene de
manera andloga que ®(C;) # 0.

Observacidn 1.3.7. Es consecuencia inmediata de la observacién anterior que si un camino g
admite suplemento, entonces ®(gq) 5 0.

Observacidn 1.8.8. Sea v en kQ, suplemento del camino ¢ en un ciclo elemental Cy o' = b7,
con 0 # b € k. Entonces 4’ es suplemento de ¢. En efecto, sea v = aj; -+ azeq en kQx
suplemento de ¢ = oy -+ o1 Bp, @ - 0y en el ciclo elemental C = f, a, - - @;. Se tiene

entonces:

AP =CQn - Y - Q= QY O

b
O sea: abﬁ = Qo Y ap -+ . De aqui resulta que o, -+ opy ap -+ oy es un camino
maximal en Qx y By, & - ¥ @ --- @ es un ciclo elemental en Qr). Por lo tanto ' es
suplemento de ¢ en el ciclo elemental 8, o, -+ ¥ o -+ 4.

Demostracién: (del teorema 1.3.4) Sea ® como arriba. Para probar el teorema bas-
ta mostrar que ker & = Ir). Verificaremos en primer lugar que los generadores de Iy«

pertenecen a ker @ :

i} Un camino ¢ de longitud n + 1 en un ciclo minimal C = f, @y - -+ @ es de la forma:

g=04041 01 fpOn-1 -0 oObien: g=pf,0, - b,
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En el primer caso:

®(g) = (@ @ 00,7 ) a7 @0 =0, — @b s ®)

Ahora bien, si u es un camino en k@), entonces:

& D Gt () =P (Gt T - ),

pero como A es schurian, @ wa; = 0 y de aqui: ®(g¢) =0.

Si, en cambio ¢ = Bp apy -+ - @y B, se tiene que $(g) = 0, por la Observacién 1.3.5.
i) Supongamos que ¢ = 7, --- 71 es un camino de longitud mayor o igual que dos, cuyas

flechas no pertenecen a un mismo ciclo elemental. Si v € (Qa); para i = 1,...,n,

entonces § = 0 en A. En efecto, si § # 0 se tiene que el camino ¢ es maximal o es parte de

un camino maximal. Luego, las flechas de g estdn en un ciclo elemental, lo cual contradice

nuestra suposicién. En consecuencia ®{g) = 0.

Supongamos ahora que dos 0 més flechas de ¢ son de la forma f,. Se sigue de la Obser-
vacién 1.3.5 que ®(q) = 0.

Finalmente, si g contiene exactamente una flecha del tipo f,, entonces

=% Vi1 Bp Vi1 M

para algin 7 = 1,... ,n. Luego:

®(q) = (0, % 1D Vst - )

y para todo camino u en k@ ¢

Yn o ’}’j+1ﬁ*’Yj—1 ’Yl(ﬁ) =§*(7j—1 U ’Yj+1) = (),

puesto que si fuera y;_1 - > Y1 UYn * - V41 = ap, con 0 # a € k, entonces las flechas de
q pertenecerian al ciclo Bpy;—1 -+ 71U -+ V41, contradiciendo nuestra suposicion.

Notemos aqui que se sigue de (i), (i) y de la Observacién 1.3.7 que un camino ¢ admite

suplemento si, y sélo si, ®{g) # 0.

iii) Sean ¢ y ¢’ caminos en kQp(a) con s(g) = s{q'), e(qg) = e(¢’). Supongamos en primer
término que se verifica la condicién (a). Entonces

&(q) = (,0) = (bq,0) = b(¢,0) = bB(q),

de donde ¢ — bq' € ker ®.

Si, en cambio, se verifica (b), sea v en kQ, suplemento de ¢ y ¢’ en los ciclos elementales

C y (', respectivamente. Entonces

! ! ! ! s
C=ﬁpian"'a17ak"'al y Cmﬁpjam'“aslyar”.ali

20



luego, ¢ = ---alﬁpian---a;yq’:a:.---a’lﬁpja;%---a;yporlotanto:

() = (0,05 - 01 Pi @n - ) ¥ &(g) = (0,0 -~ 04 Pj Oy - O)-

Sea w un camino arbitrario en kQy, se verifica:

—k

Qp cr Oy P; On ou(u) =i (0 -+ U - 01)

ol py e Oh(u) =Py (o ahuor e ay):
Cuando s(u) # e(g), o bien e(u) # s(g), resulta:
Qp " QUL " a1=0:a:n...a

de donde:

— — -

La igualdad anterior vale también si U = 0. Sea pues, s(u) = e(q), e(w) = s(q) y U # 0.

Dado que A es schurian: @ = c?, con ¢ elemento no nulo en k. En consecuencia:

Bt (@ oquag - o) =P (@, T ey ay - o) = cPi (Bm - O1)
— cpit(afy) = coFi(Pi) = ca

y ademds:

T T A W AT AR A R A CAEER
=c7;*(a'P;) = cd 7 (F;) = ca.

Luego:

ik

T —
a:‘.alpj am...a:’s_ak...alpﬁ Oy ** O,

8 le

lo que implica ®(q) = & @(¢) = b®(¢), o sea: q—bg' € ker @.
Veamos ahora que ker ® C Ir(y). Sea

T = Zk@ q; € ker @,
i=1
donde & € k, s(q) = -~ = 8(ga) ¥ e(q) = -+- = e(gn). Podemos suponer, sin pérdida de
generalidad, que cada g; tiene suplemento, en estas condiciones, tenemos que estudiar dos casos:

(1) Cada ¢; admite suplemento v en kQ,. Entonces, dado que A es schurian, 7; = ¢ J1, con
Q#£Acekparat=2,..., M Se sigue de la Observacién 1.3.8 que 7; es suplemento de
qparai=1,...,7 De aquf, ¢ — biq1 € Ity © ker ® y por lo tanto ®(q) = bi B{q1)-
para it =2,... ;M. Luego '

0=0(z) =k &la) + f:ki b ®(q1) = (kl + ikz‘ bi) &),

=2 =2
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y como &(q1) # 0, resulta
ki + Zk” b; =0.
i=2

Entonces, el elemento x puede escribirse como:

(kﬁZkb) q1+ZL G = Zk —bq),

fe=2

en consecuencia x € Ir).

Existe 7, 1 < 7 < n tal que qi,...,¢ pertenecen a kQx ¥ ry1y--- ,@n DO pertenecen
a kQa. Como A es schurian, @ = b;g7 con 0 # b; € k para ¢ = 2,...,r; de donde
G —b;gy € IT(A)- Luego:

> k= (rlvl + Zk b) @+ Zk (¢i —biqr) = (kl_-l- > ok bi) &+ 2,
im1

i=2 i=2

con z = 3 ki{gi — by q1) € Ipay C ker @.
i=2

Por otra parte, ¢ forma parte de un camino maximal ¢| de kQj, cuya imagen en A
es miltiplo no nulo de uno de los elementos de la base M = {p1,...,7;} de caminos
maximales elegida. Digamos ¢} = h;"ﬁ;.

Sea 1, suplemento de ¢; en el ciclo elemental 8, g;. Entonces ®(qy ) # 0. Ademés
&(qg; ) =0 para i =7+ 1,... ,n (por la Observacién 1.3.5). Como

T=24 (ka +Zkibi) G+ Z ki qi,
=2 i=r1

con z € Ir(ay C ker @, resulta

0=o(z ) (kl + ZA b; ) (g1 ).

i=2
Luego
kl+2k,-bi=0 yde aqui: z =2+ Z kg,

i=2 tart1

con z € Iy C ker @. En consecuencia
T
= Z k; q; € ker @,
i=r+1

y por el Caso (1) resulta que z; € Iy, de donde z = z, + 2 € Irn). Esto completa la
demostracién. |
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Observacidn 1.3.9. Siel dlgebra A es schurian con caminos iguales (esto es, dos caminos no nulos
con el mismo origen y el mismo vértice final son iguales en A), es facil ver que la condicién (iii)
del Teorema 1.3.4 se reemplaza por:

iii") Los elementos g ~ ¢’, donde ¢ v ¢’ son caminos con el mismo origen y el mismo vértice
final y que admiten un mismo suplemento.

Daremos a continuacién la descripcién de las relaciones en Qra) para las dlgebras estudiadas
en Jos ejemplos vistos en la Seccién 1.2.

Ejemplo 1.3.10. Sea A tal que dimy A = 1. En este caso, T'(A} es el dlgebra dada por el

diagrama:

Bel

~ O
1

Ejemplo 1.3.11. Sea A; el dlgebra dada en el ejemnplo 1.2.5. Segiin vimos alli:

con la relacién: g2 = 0.

Oy

Del Teorema 1.3.4 resulta que T(A;) es el dlgebra dada por el diagrama QT(Al) con las
relaciones:
ay B, o0y = g oy P g = By, cto 1 By, = 0
By, 012 = B, 03
| az oy By, = gy By, = 0.
Ejemplo 1.3.12. Sea Ay el dlgebra dada en el ejemplo 1.2.6. Sabemos que

1

1 & ﬂpl

Cragy: 2 3

sz a3
4

Entonces la extensién trivial T'(As) es el dlgebra dada por Qz(a,) con las relaciones:
5;:1 Qg ﬁm = ﬁm Qi O = (g vy ﬁpl g =10

65 ﬁpl = J@m 24}

Qg Qg Q] = ﬂm g ﬁpg = 0.
Notemos que T'(A;) ~ T'(Ag) tal como habfamos anticipado.
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Ejemplo 1.3.13. Sea Aj el dlgebra dada en el ejemplo 1.2.7. En este caso, T(A3) es el dlgebra
dada por el diagrama:

B oz
Br
1 a: W5
N DS
4

con relaciones:

0 By o1 = Py 00 By, =0 |
0t Bp, 3 g = 13 0t Byt = By 3 02 B, =0
Qg (g = (5 Qly
ooy =g =0

ﬁp1 ﬁ P2 =0

g Bp, 0ty = 02 Bp, 05 = 0.

Sea I' = T(A) con A un dlgebra schurian y sean Ci,...,Cp, los ciclos elementales en T'.
Consideremos el dlgebra A’ que se obtiene eliminando flechas ¢,... ¢, de Qr, exactamente
una por cada ciclo elemental C; (i = 1,...,m), con las relaciones inducidas. Tenemos el

siguiente resultado:

Proposicién 1.3.14. Sea A’ como arriba. Si A es schurian, entonces T(A') ~ T' como

k—dlgebras.

Demostracién:  Sean ey, ... , €, las flechas eliminadas, exactamente una por cada ciclo ele-
mental en T(A). Digamos que €, pertenece a Ci,... ,Cl,, €2 pertenece a Cy11,... , Op, ¥ asi
sucesivamente, hasta ¢, que pertenece a Cy,_,41,-.. , Ck, = Cm. Consideremos los caminos
Yys- - - 2 Tkm QUE se obtienen eliminando €,... € en Chys -« ; Ck,,, respectivamente. Veamos
que cada vy, es un camino maximal en Qx. Efectivamente, si para algin indice j, 1 < j <m,
“; DO es maximal, entonces existe B € (Qa); tal que By, # 0, o bien v 8 # 0 en A, luego
By, # 0, o bien v, f # 0 en I'. Supongamos By #0enT, del Teorema 1.3.4 resulta que
el camino §y; estd en algin ciclo elemental, digamos C;. Sea p de s{¢;) en e(e;) el suplemento
de yx; en C;, entonces 8 es una flecha de p. Sie; € (@)1, entonces 4 es un camino en Q,, lo
cual es absurdo pues A es schurian. Si, en cambio, ¢; no es una flecha en J5, entonces i, es
un camino en Qy, luego, por la condicién (iii) del Teorema 1.3.4, u=be;, con 0 #£beky
nuevamente se tiene un absurdo, pues las relaciones son admisibles.

Probemos ahora que {Yx,,. .. 7k, €S un conjunto linealmente independiente maximal en
A’. Verifiquemos en primer lugar la independencia lineal de {v,,... ,V,}. Supongamos por
el absurdo que esto no es asi. Entonces, por lo menos dos de estos caminos, digamos 7, ¥y
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7y, tienen el mismo origen y el mismo vértice final. Como A’ es schurian, v, = c; en A,
con 0 # ¢ € k y por lo tanto las flechas ¢; y ¢; tienen origen e(7yx,) = e(yx,;) vy vértice final
$(k;} = 5(%;). Debemos considerar los siguientes casos:

i) & y €; son flechas en Q4. Esto es imposible, pues A es schurian.

ii) & ¥ ¢; no son flechas en Q4. En este caso ¢; = Gy, y €5 = By;, con 7, f; € M. Entonces p;
y pj son caminos maximales en Q4 con origen s(7%,) ¥ fin e(yx,), y como A es schurian,
Pi = dPj, con 0 # d € k. Esto es una contradiccién, porque {p;,7;} es linealmente
independiente.

iii) € = By ¥ €5 € Qa. Se tiene entonces que 1, € Qa. Luego €; 1, = 0, pues A es schurian.
Como yx, = ¢y, en A/, se deduce que ¢; 7k, = ce¢;j %, # 0 en I' = T(A), nuevamente una
contradiccion.

Resta probar la maximalidad de {7k,,... , ¥, }. Sea § un camino maximal en Q,, entonces
§ # 0 en ' y de aqui, § estd en algiin ciclo elemental, digamos Ci, 4, con 1 <1 <k — k.
Como ¢ es maximal en' Qas, se tiene que el suplemento de § en el ciclo Cy,_,4; €3 €. En
particular, s(6) = e(¢;) y e(6) = s(e;). Teniendo en cuenta que 7x, es un camino en Q4 con el
mismo origen y el mismo fin que § y que A’ es schurian, resulta § = ¢y, con 0 # ¢ € k.

Probemos ahora que T(A') ~ T'. Sea © : kQray — I' el morfismo de k-dlgebras definido
sobre los caminos de longitud cero y los de longitud uno como sigue:

©e;)) =e, parai=1,...,n
e(8) =7, si 3 es una flecha en Q-
OBy, ) = &, parat=1,...,s.

Es facil ver que © es un epimorfismo y que Iray C ker©. En consecuencia, © induce un
isomorfismo de k~édlgebras © : T'(A') — T, lo cual concluye la demostracién.

Mostraremos en la siguiente proposicién que de esta manera se obtienen todas las algebras
A’ schurian tales que T(A") ~ I

Proposicién 1.3.15. Sea I' = T(A), con A schurian y supongamos que C1,...,Cr son los
ciclos elementales de Qp(ny. Si A’ es un dlgebra schurian y T(A') >~ T', entonces A’ se obtiene
de T' eliminando ezactamente una flecha de cada ciclo C;, parai=1,... ,m.

Demostracién:  Sea {gi,...,q:} el conjunto formado por todos los caminos maximales en
Qa y ordenado de modo tal que {q7, ... , G } es linealmente independiente maximal en A’. Dado
que A’ es schurian, se tiene que para cada ¢ = r +1,... ¢, existe j; tal que G = a;7j;, con
0#a;,€kyl<ji<r.
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Liuego, los ciclos elementales en Qyar) son:

ﬁqx qry -+ ﬁqr Qr, ﬁqu+1 Qri1y + o+ ﬁqjt Gt

donde {ﬁqjm,... B, Y C {Bys»+++ 184} Como por hipdtesis T(A’) ~ T, resulta m = ¢y,
reordenando los indices si es necesario, se tiene que

Ci= ﬂqﬂ]b cen aC'r‘ = ﬁqu‘ra C’1r°+1 = ﬁqj,._l_lq?‘-l-l! et Cn = ﬁq:'mqm'

En consecuencia, A’ se obtiene de I' eliminando las flechas 8,,,... , 5, 1§

. Ejemplo 1.3.16. Sea I' = T'(A3)} el dlgebra dada en el ejemplo 1.3.13. Segtin vimos, los ciclos

elementales son:
Cr=Bpon, Co=Ppazas, C3=00as0.

Mostramos a continuacién las algebras A’ que se obtienen de acuerdo a las flechas elimiinadas:
i) Eliminando 8,, ¥ fp, se obtiene el dlgebra As.

ii) Eliminando 8,,, a2 y a4 se obtiene el dlgebra A :

iii) El algebra A} que se obtiene eliminando 8,,, as ¥ as estd dada por el diagrama

3 [ X]
ar P
S
@i 4

i

con relaciones: agay =0 = a4 f,,03.

iv) Si eliminamos las flechas 3,,, a3 y o4, resulta el dlgebra A}, dada por el diagrama

oz 3
ct E'Pz
1 2 g 5
4 s

con relaciones: ag oy = 0= ag G, 5.

v) Eliminando f,,, as y as resulta el algebra Af, dada por el diagrama

con relaciones: ap o =0 = aq 3.



vi) El dlgebra A que se obtiene eliminando «; y f,, estd dada por el diagrama

3
o2\ o3

con relaciones: ag iy = a5 Q.

vii) Si eliminamos las flechas ai, as y a4, resulta el dlgebra A%, dada por el diagrama

con relaciones: B, By, = 0 = ag By, 0.

viii) Eliminando oy, a3 y a5 resulta el dlgebra Af, dada por el diagrama

con relaciones: 8, By, = 0.

ix) El dlgebra Ay que se obtiene eliminando o, o ¥ @y estd dada por el diagrama

con relaciones: G, fp, = 0.
x) Finalmente, si eliminamos a;, s y a5, resulta el dlgebra Al,, dada por el diagrama

3

con relacicnes: Gy, fpy = 0 = a4 B, a3.

Como se ve facilmente, todas las dlgebras son schurian, y ademds A; ~ Al A; ~ A,
Luego, A}, A}, AL, Ag, A§, AL, AL v Af son todas las dlgebras cuyas extensiones triviales son

isomorfas a T'(Az).

En el ejemplo precedente vimos que todas las dlgebras A’ que resultan eliminando exacta-
mente una flecha de cada ciclo elemental de G4, con las relaciones inducidas, son 4lgebras
schurian. Sin embargo, esto no siempre se verifica, como se muestra en el siguiente ejemplo:
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Ejemplo 1.3.17. Sea () el diagrama:

y A =kQ/I,conI=rad®(kQ). Sip, = ason, P2 = 03 0y y p3 = o1 3, entonces {7, o, a }
es un conjunto formado por caminos maximales, linealmente independiente en A. Luego, T'(A)
es el algebra dada por el diagrama:

Bos 01 = Q2 Bp,
a1 Bpy = Py 03
Bpy 02 = 03 Bp,
Boa Bro = By Bpy = Bpy By =0

(v Org (¥ = Ory Q3 Qg = Qrp Ov3 vz = 0.

con relaciones:

Eliminando las flechas a3 y B, se obtiene el dlgebra A’ dada por el diagrama:

con relaciones: Bp, @2 = Pps 01, Bpy Bpy = 0. Por consiguiente, A’ no es schurian.

Observemos que el diagrama ordinario de A tiene un ciclo orientado, es decir A no es trian-
gular. Precisamente, un dlgebra A = kQ/I se dice triangular si ¢ no tiene ciclos orientados.

Del ejemplo 1.3.17 surge la pregunta: dada un algebra A schurian triangular, jsera cierto que
todas las dlgebras que se obtienen eliminando exactamente una flecha de cada ciclo elemental de
@7(n), con las relaciones inducidas, son schurian?. La respuesta es afirmativa, como probamos
en la siguiente proposicion.

Proposicién 1.8.18. Sea A un dlgebra schurian triangular y supongamos que C1,...,Ch, son
los ciclos elementales de Qreay. St Al se obtiene de T(A) eliminando exactamente una flecha
de cada ciclo C;, 1 =1,...,m, entonces A' es schurian.

Demostracién:  Sean <;,7 : £ — ¥ caminos no nulos en A’. Es claro que 7; y 72 no son
flechas en A, pues A es schurian. Tenemos los siguientes casos:
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i)

i

iii)

Y1 ¥ 72 son caminos de longitud mayor que uno en A. En este caso, 41 = bye en A, con
0 # b€ k. Lo que prueba que y; = by, en A"

Y1 ¥ ¥2 son caminos en T'(A), pero no en A. Se tiene entonces que 7y, Y. contienen flechas
de la forma Byp,, Bp,, respectivamente, donde 77,77 € M.

Sean 1, 4z : ¥ — = suplementos de «y;, -y en los ciclos elementales, digamos C}, Cy, que
se obtienen reordenando las flechas si es necesario, de v; 111 ¥ 72 itg, Tespectivamente. Por
construccién, es claro que p; y fp son caminos no nulos en A. Ademds, ui, te & (Qa)o,
pues A es schurian. Luego, 1 = c s, con 0 # ¢ € k, de donde o ptg = cyg g # 0.

Es sencillo ver que un reordenamiento de las flechas de g y; es un ciclo elemental, digamos

(s, segin sugiere el siguiente diagrama:

< >

Liuego, 71, v2 admiten el mismo suplemento p; € A en los ciclos C; y Ca, respectivamente.
Del Teorema 1.3.4 resulta que 1, = b7y cn T'(A), y de aqui v1 = by en A

71 es un camino en T(A), pero no en A ¥ 2 ¢s un camino en A. En estas condiciones,
71 admite suplemento y; : ¥ — z en un ciclo elemental, digamos C;. Ademds, p, es
un camino en A. En consecuencia, u; e es un ciclo orientado en @y, lo cual es una

contradiccion, pues A es triangular.

Se concluye entonces que A’ es un lgebra schurian. |}

Del andlisis precedente, resulta en forma inmediata el siguiente corolario.

Corolario 1.3.19. Sea A un digebra schurian triangular. Las dlgebras cuyas extensiones tri-
viales son isomorfas a T(A) son, precisamente, las que se obtienen eliminando ezactamente

una flecha de cada ciclo elemental de Qgea, con las relaciones inducidas.

A continuacién, vamos a describir las dlgebras I' que son extensiones triviales de un 4lgebra

schurian con caminos iguales. Comenzamos con la siguiente proposicién:

Proposicion 1.3.20. Sec A un dlgebra schurian y C'= ay, -+ oy un ciclo orientado de Qra).
Sea Cj = a1 -+ 0+ - j1 5. Las siguientes condiciones son equivalentes:

i) Existe j tal que C; es elemental.
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ii) C; es no nulo en T(A), para tedo j=1,... ,n.

iti) C es no nulo en T'(A).

Demostracién:
(¢) = (49} Resulta directamente de la Observacién 1.3.6.
(3} = (441) Es obvio, pues C = (.

(173) = (i) Por la Observacién 1.3.5 se tiene que C' contiene exactamente una flecha de
la forma B,,. Sea I' el camino formado por todas las flechas de C, excepto 8,,. Dado que A es
schurian, ¥ = aP;, con 0 # a € k, de donde C = f,, v es elemental. |

De la proposicién previa resuita que si A es schurian y C' es un ciclo orientado no nulo en
T(A), entonces algin reordenamiento de las flechas de C' es un ciclo elemental.

Notemos que la extension trivial de un dlgebra schurian tiene la siguiente propiedad:
(A) Todo camino no nulo estd en un ciclo orientado no nulo con el mismo origen.

Sea ahora I' un algebra que verifica la condicién (A.). Generalizamos a continuacién la
definicién de suplemento dada anteriormente:

Definicién 1.3.21. Sea I' un 4lgebra que verifica la condicién (A). Diremos que un camino ¢
de Qr admite suplemento si estd compuesto por flechas de un ciclo orientado no nulo C de
longitud mayor o igual que la de g. En tal caso, llamaremos suplemento de ¢ en C al camino
trivial ey si s(¢) = e(q) o, en caso contrario, al camino formado por las restantes flechas de

C.

(B) Sea I’ = kQr/I un élgebra que verifica la propiedad (A) y tal que son generadores de [
los siguientes elementos:

i") Los caminos en @Qr formados por n 4 1 flechas de un cicle no nulo de longitud n.
ii') Los caminos en @r cuyas flechas no pertenecen a un mismo ciclo no nulo.

iit’) Los elementos ¢ — ¢, donde ¢ y ¢’ son caminos con el mismo origen, el mismo vértice
final v que admiten un mismo suplemento.

Consideremos el dlgebra A’ que se obtiene eliminando flechas ey, ... , € de Qr, exactamente

una por cada ciclo no nulo de T, con las relaciones inducidas.

Proposiciéon 1.3.22. Sean I' y A’ como se indico arriba. Entonces:

i) §i A’ es schurian, se tiene que T(A') =T como k—dlgebras.
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ii) Si A no es schurian, el dlgebra " es de tipo de representacidn infinifo.

Demostracion:

i) Con lanotacién empleada en la Proposicién 1.3.14, tenemos que si 7, = ¢k, en A, con
0 # c € k, entonces 0 % €; 7, = ce;7x; en I'. Esto muestra que ¢y, es un ciclo no nulo
con el mismo origen que el ciclo orientado no nulo ¢; ;. Luego ¢ y ¢; tienen un mismo
suplemento 7k, y en consecuencia, ¢; = ¢; en I, una contradiccion, pues las relaciones son
admisibles. Por lo tanto, {yg,,... 7k, } € un conjunto linealmente independiente en A/
formado por caminos maximales. De aqui en més, la demostracién se completa como en

la Proposicién 1.3.14.

if) Si A’ no es schurian, entonces es de tipo de representacién infinito. Ademds, A’ es un
cociente de I', de donde resulta que I' es de tipo de representacién infinito, porque A’ es
de tipo infinito. J

Como consecuencia inmediata de la proposicién anterior, se tiene el siguiente corolario:

Corolario 1.3.23. Sea I' = kQr/I un digebra de tipo de representacidn finito. I' es la exten-
sion trivial de un digebra schurian con caminos iguales si, y sélo si, verifica las condiciones
dadas en (B).

1.4 Aplicacién: Numero de sumandos directos indes-

componibles de los médulos rP/soc P

Brenner muestra en [Br] c6mo determinar el ndmero de sumandos directos indescomponibles -
del término medio de una sucesién de Auslander — Reiten

0—=S5S—E—-TrDS—0,

donde S es simple no inyectivo. Como consecuencia, obtiene para el caso particular de dlgebras
de artin autoinyectivas el nimero de sumandos directos indescomponibles del médulo rP /soc P,

donde P es proyectivo indescomponible.

El propésito de esta seccién es mostrar que en el caso de la extensién trivial de un dlgebra
schurian A, los resultados de Brenner tienen una sencilla interpretacién en términos de los ciclos
orientados de (). Més precisamente, definiremos una relacién de equivalencia en el conjunto
Cy, de los ciclos orientados no nulos en 7'(A) con origen en el vértice h y probaremos que el
nimero de sumandos directos indescomponibles de v P, /soc P, coincide con el nimero de clases

de equivalencia en Cj,.
Vamos a describir a continuacidn los resultados de S. Brenner.
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Sea A un &lgebra de artin. Llamaremos flecha a un elemento de A de la forma: a = fag,

donde f y g son idempotentes primitivos de A y e € 1 — 2.

Sea e un idempotente primitivo de A. Un conjunto A de flechas se dice un conjunto com-

pleto de flechas para re si:

i) Genera re (como A-médulo).

ii} Ningin subconjunto propio de A genera re.

Un conjunto completo de flechas para et se define en forma similar.

Sea N el conjunto de pares (N, n) de enteros tales que existen conjuntos de flechas A; y B;,
0 < i < n, de los cuales sélo Ay y By pueden ser vacios, satisfaciendo las sigﬁientes condiciones:

1) AiﬂAj=BiﬂBj:@ Sl‘l?éj
ii) U A; es un conjunto completo de flechas para er.
i=0
1) U B; es un conjunto completo de flechas para re.
i=0

iv) Sié # 7, o bien =0, o bien j = 0, entonces @ € A; y § € B; implica fa = 0.
v) N =n+ card Ag.

Sean N, = max {N : existe n con (N,n) € N} y n. = min {n : existe n con (N, n) € N'}.
Teorema 1.4.1 (Brenner). Sea S un A-mdédulo simple no inyectivo, y e un idempotente pri-
mitivo de A tal que S ~ Ae/re. El término medio de la sucesion de Auslander — Reiten:

0—S—=FE—-TtDS—=0

tiene ezactamente N, sumandos directos indescomponibles. Ademds el nimero de sumandos
directos proyectivos indescomponibles de E es igual a N, — 7.

Corolario 1.4.2 (Brenner). Sea A un digebra de artin autoinyectiva y e un idempotente pri-
mitivo de A. El ndmero de sumandos directos indescomponibles del A-médulo vP [soc P, donde

P = Ae, es tgual a n..
Nos dedicaremos en lo que sigue a interpretar los nimeros N, y 7. en el caso particular de
la extensién trivial T'(A), donde A es un dlgebra schurian.

Para cada h € (QT(A))D sea Cp el conjunto de todos los ciclos orientados C, no nulos en
T (A), con
s(C)=e(C)=n.

La descripcién del diagrama de T(A) dada en la Seccién 1.2 nos asegura que Cy # 0.
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Definicién 1.4.3. Sean C,C" € C,. Diremos que C estd en relacidén con ¢ y escribiremos:
CRC' si existe una flecha o, comin a los mismos, con s{a) = h o bien: e(a) = h.

Por otra parte, definiremos una relacién ' en el conjunto A, = {o: € (QT(A))I Cefa) = h}
del siguiente modo:

Definicién 1.4.4. Sean a;a’ € A, Diremos que o estd en relacién con o' y escribiremos:
ot o siexiste § € (Qra)), tal que for # 0y Bo’ # 0 en T(A).

Notemos que en general, la relacién R no verifica la propiedad transitiva. Hemos de consi-
derar, entonces, la relacion de equivalencia en C, generada por R, que denotaremos con “ =".
Asimismo, denotaremos con “ = ” a la relacidén de equivalencia en A, generada por R

Vamos a estudiar ahora la conexién entre las relaciones de equivalencia definidas. La misma
resultard en forma inmediata de los lemas que presentamos a continuacién:

Lema 1.4.5. Sean ay,...,0m € Ay tales que oy R o R - - R .. Entonces existen ciclos:
Ciy.o o s Cn €€y con o, €C; para i=1,...,m
y ademds: Cy = C,,.

Demostracién:  Por induccién en m. Sim = 1, es claro que existe un ciclo ) con a; €
C;. Supongamos que a1 R e ’- - R @, donde m > 2. De ap-; R oy, resulta que existe
g e (QT(A))I tal que Boy,—1 # 0y Ban, # 0. Entonces hay ciclos C/, ., y C, que contienen a
Bm_1 ¥ Bam, respectivamente. De aqui: C;,_, RC,, y ademds: ap—1 € Cl,_;, Gm € Cp.

Por la hipdtesis de induccion, existen ciclos Cy,... ,Cp-y,cono; € Cyparai=1,... ,m—1
y Ci = Cp—y. Ahora bien, como am-; es una flecha comin a C/,_, y a Croy se tiene:
Cm—1RC! _,, en conclusién: C; = C,,, lo que termina la demostracidn.
1 H

Lema 1.4.6. Sean C,...,Cp, € Cp, tales que CiRCoR.--RC,,. Entonces existen flechas
Q1y.v O € Ap, cona; € Gy parai=1,...,m y ademds: ay = ayy.

Demostracion:  Razonamos nuevamente por induccién en m. Si m = 1 no hay nada que
probar, supongamos pues que C1 RCy R - - - R C,,,, donde m > 2. Por hipdtesis inductiva, existen
Q1. 01 € Apcono; € Ciparai=1,... , m—~1y oy ® an_1. De Cp_1 RC,, se sigue
que existe una flecha 8, comin a ambos, con s(f) = h o bien e(f) = h. Si s(8) = h, sea
O € Gy, la tinica flecha que llega al vértice h. Entonces S 1 # 0y S, 7 0y por lo tanto
Qm—1 R’ @, en consecuencia ) & @,. Si, en cambio, e(8) = h entonces a,,_; = § y tomando
O = (3 resulta lo que queriamos demostrar.

Proposicion 1.4.7. Sean o, o’ € Ap, C,C" € Cp, tales que a € C y o € C’'. Entonces a = o
si, y s6lo si, C = C".
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Demostracién: Supongamos que o =~ o’. Entonces existen aa,...,a, € Ay tales que
a=a R opR- - Ra,=d.

Sabemos por el Lema 1.4.5 que existen ciclos Ci,... ,Crcona € Ci,ap € Cy,... , &/ €Cry y
Ci = Cpy; de aqui y de las hipédtesis se sigue que C = C y C,, = C” y entonces por transitividad
c=cC.

Reciprocamente, si C' = C' se sigue inmediatamente del Lema 1.4.6, que ¢ =~ o'. §

La proposicidén anterior tiene una consecuencia inmediata:

Corolario 1.4.8. card (Cn/=) = card (Ax/~).

Demostracién:  Sea ¥ : C, — Ay la aplicacién definida por: ¥ (C) = a¢, donde ac es
la tdnica flecha de C' que termina en h. Es claro que U es sobreyectiva y segin la Proposi-
cién 1.4.7: C = C' s, y s6lo si, ¥ (C) = ¥ (C"). Tenemos en consecuencia que ¥ induce una
aplicacién biyectiva ¥ : Cp/= — 4p/m. |

La siguiente proposicién muestra que cuando dim ;A > 1, el nlimero de ciclos no congruentes
en el conjunto O}, es precisamente N,,, el cual en este caso coincide con n,, .

Proposicién 1.4.9. Sea h un vértice de Qpay y en el idempotente primitivo asociado. Si
dim A > 1, entonces N,, = card (Cp/=) = n.,.

”

Demostracién:  Consideramos la particién A, ..., A; dada por la relacién “ =" en A, y

definimos:
B; = {3 : existeax € A; conffa #0} parai=1,...,t.

Notemos que B; # @, pues dimgA > 1 implica que todo vértice de Qrs) estd en un ciclo
de longitud mayor o igual que dos. Definimos ademds: Ay = By = 0. Resulta entonces por
construccién que (t,t) € M.

Probaremos ahora que si (N,n) € N, entonces N = n < ¢. En efecto, sean A}, B}, para
i=0,...,n, conjuntos de flechas que satisfacen las condiciones i) — v} dadas por Brenner. Se

sigue de iv) y de la hipétesis sobre A que:
(a) Bl = {f : existea € A} confa # 0} parai=1,... ,n.
(b) By = Ay =10.
De (b) resulta que N = n. Por otra parte, es facil ver que si @ &~ o/, entonces existe un

indice j para el cual o y o pertenecen a A;. O sea: A; C A} parai=1,...,%, de modo que
n < t. Hemos visto entonces que:

N, = ne, = card (Ap/=),

lo cual, por el Corolario 1.4.8 completa la demostracién. |
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Observacidn 1.4.10. Si dimzA = 1, entonces N = {(1,0), (1,1)}, luegoN,, = 1y n., = 0.

La proposicién anterior permite formular e] Teorema 1.4.1 y su corolario para el caso
particular de extensiones triviales del siguiente modo:

Teorema 1.4.11. Sea Sy, el T(A)-médulo simple asociado al vértice h. El ntmero de suman-
dos directos indescomponibles del término medio de la sucesidn de Auslander — Reiten.:

0—-5 —-FE—-TrDS, —0

es igual al numero de ciclos orientados no congruentes en el conjunto Cy. Ademds, E no tiene
sumandos directos proyectivos indescomponibles, ezcepto que dim A = 1.

Corolario 1.4.12. Sea P, el T(A)-mddulo proyectivo indescomponible asociado al vértice b de
Gry. Sidim A > 1, entonces el ndmero de sumandos directos indescomponibles de v P, [soc P,
es igual al niimero de ciclos orientados no congruentes en C,.
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Capitulo 2

Algebras inclinadas iteradas y

extensiones triviales

2.1 El proceso inclinante

En algunas ocasiones, cuando la teorfa de representaciones de un dlgebra A es diffcil de estudiar
directamente, resulta conveniente reemplazar A por otra dlgebra més simple I' y reducir un
problema sobre A a un problema sobre I'. La idea principal de la teoria inclinante es, dada
un 4lgebra A, construir un médulo AU, llamado médulo inclinante, de modo tal que si I' =
Enda(U)P, entonces las categorfas modA y modI' estdn estrechamente relacionadas, aunque

en general no son equivalentes.

Siguiendo [As], recordamos aqui algunos de los resultados principales de la teorfa de médulos
inclinantes, sin incluir las demostraciones correspondientes.

Definicién 2.1.1. Un médulo AU se llama mdédulo inclinante, si satisface las siguientes con-

diciones:
(U1) pd, U < 1.

U2) Exti(U,U) =0,

(U3) Existe una sucesién exacta
0=2A—=U—-U">0

con U, U" € add U.
Los llamados APR-médulos inclinantes constituyen un ejemplo importante. Estos médulos,

considerados por Auslander, Platzeck y Reiten [AuPR] se aplican, en el trabajo citado, para la
generalizacién de los funtores de reflexién de Bernstein, Gelfand y Ponomarev [BeGP).
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Ejemplo 2.1.2. Sea A un élgebra y S un A-mdédulo simple proyectivo no inyectivo. Sea
A=S51I0RHL.--IP,
la. descomposicién de A en médulos proyectivos indescomponibles. El médulo
U0 =S IR 1P,

verifica las condiciones dadas en la definicién precedente y se conoce como APR-médulo incli-
nante.

Definicién 2.1.3. Diremos que oU es un mddulo inclinante parcial si satisface las condi-
ciones Ul y U2 de la Definicién 2.1.1.

El siguiente lema, debido a Bongartz [Bol], justifica el nombre de médulo inclinante parcial.

Lema 2.1.4. Sen AU un mddulo inclinante parcial. Fntonces existe un mddulo X tal que
ULl X es un mddulo inclinante.

En tanto, la siguiente proposicién muestra que la condicién U3 puede ser reemplazada por
otra, cuya verificacién es més simple.

Proposicion 2.1.5. Sea \U = U™ I1---I1U™", donde cada U; es un mddulo indescomponible
tal que U; no es isomorfo a U; sit # j. Entonces \U es un mddulo inclinante si, y sélo si, \U
es un modulo inclinente parcial y satisface la condicidn:

(U3') r es igual al mimero de A-mddulos simples no isomorfos.

Definiremos a continuacién el concepto dual de médulo inclinante.

Definicién 2.1.6. Un médulo AU se dice coinclinante si satisface las siguientes condiciones:

(U1") idy U < 1.
(U2) Extk(U,U) =0.

(U3') El ndmero de sumandos directos indescomponibles no isomorfos de 4U es igual al ndmero
de A-mddulos simples no isomorfos.

Definimos ahora el concepto de teoria de torsién en una categorfa de médulos.

Definicién 2.1.7. Una teorfa de torsién en modA es un par (7, F) de modo que:

i) Homy (M, N) = 0 cualesquiera sean M € T, N € F.
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ii) Si Homa (M, X) = 0 para todo X € F, entonces M € 7.

iii) Si Homu (X, N) = 0 para todo X € 7, entonces M € F.

La clase 7 se llama clase de torsidn, los médulos de 7 se llaman médulos de torsion,
mientras que a F se le lama clase libre de torsién y a sus elementos, médulos libres de

torsién.

Todo médulo inclinante 4 U induce una teoria de torsién en mod A. En efecto, basta definir:

T = T(\WU) = Gen(4U) = {X € modA : existe un epimorfismo U¢ — X para algin d}

F=F(\U)={N : Homa(U,N) = 0}.

Del préximo lema resulta otra descripcién de T((U).

Lema 2.1.8. Sea pU un mddulo inclinante, entonces:

T(\U) = Gen(yU) = {M : Ext3 (U, M) = 0}.

Se dice que una teoria de torsién se parte cuando todo mdédulo indescomponible es de
torsién o libre de torsién.
Enunciamos ahora un teorema, debido a Brenner y Butler [BrB|, que establece la equivalen-

cia entre las subcategorias T (L U) v F(,U) de modA y ciertas subcategorfas de modI’, donde
I'= EndA(U )OP.

Teorema 2.1.9 (Brenner — Butler). Sea A un digebra, AU un médulo inclinante y I' =
Ends(U)P. Entonces:

i) Ur es un mddulo inclinante y A ~ End({Ur).

ii) Los funtores Homua(U, ) y - @r U inducen equivalencias mutuamente inversas entre las
subcategorias llenas T (WU) e Y(LWU) = {PN Torl (N, U) = 0} mientras que los funtores
Ext} (U, ) y Tort (-, U) inducen equivalencias mutuamente inversas entre las subcategorias

llenas F(\U) y X(WU)y={{N: N@U = 0}.

Corolario 2.1.10. DX(WU) = F(Ur) y DY(aU) = T(Ur). En particular, (X(WU), Y(1U))
es una teorie de forsion en modl’.

Definicién 2.1.11. Una terna (I', U, A) se dice terna inclinante si U es un A-médulo incli-
nante y I' = End, (U)°P.

El siguiente resultado muestra que la propiedad de un dlgebra de ser de dimensién global
finita se mantiene por el proceso inclinante.
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Teorema 2.1.12. Sea (I', U, A) una terna inclinante. Entonces

lgldim B — gldim A| < 1

Podemos considerar asociada al dlgebra A su grupo de Grothendieck Gr A, cuya defini-
cién recordamos ahora. Para M en modA, designamos con (M) la clase de isomorfismo de
M. Sea F el grupo abeliano libre generado por las (M), M en modA, y sea H el subgrupo
generado por los elementos de la forma (M) —(M") — (M") tales que hay alguna sucesién exacta

0= M~ M-—-M =0

Entonces Gr A = F'/H . Designamos con [M] a la clase de (M) en modA.

Si S, ..., S, es un conjunto completo de A-mddulos simples no isomorifos, entonces
[S1, -+, [Sh]
es una base de Gr A, vy si M en modA tiene factores de composicién S; con multiplicidad
n; = dimy Hom(P(3), M),
entonces {M] = 3 n;[S;] en GrA.
El vector dimensién de M, dim M es el vector (n,, ..., %)

Teorema 2.1.13. Sea (I',U,A) una terna inclinante. Entonces la aplicacion f : Ko(A) —
Ko(T") definida por

f(dim M) = dim Homa (U, M) — dim Ext} (U, M)
es un isomorfismo de grupos de Grothendieck.

Como consecuencia de este teorema se tiene la invariancia de la forma cuadratica homdlogica
de un 4lgebra de dimensién global finita por el proceso inclinante.

Recordemos que la caracteristica de Fuler de un élgebra A de dimensién global finita se
define como la forma bilineal (, }4 sobre Kp(A) dada por:

(dim M, dim N) = > _(—1)* dimy, Ext{(M, N)

520
cualesquiera sean M, N A-in6dulos. (La suma anterior es finita debido a las hipétesis sobre A).

La forma cuadratica homoldgica de A es la forma ga sobre Ko(A) definida por:

qa = {dim M, dim M)4.
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Proposicién 2.1.14. Sea (I', U, A) una terna inclinante con A de dimensidn global finita y sea
f: Ko(A) = Ko(T') el homomorfismo del Teorema 2.1.13. Entonces

(dim M, dim N)a = {(f(dim M), f(dim N))r

Corolario 2.1.15. Sea (T', U, A) una terna inclinante con A de dimension global finita. En-
tonces las formas cuadrdticas qr v qn son Z-congruentes, es decir, si una de ellas se obliene
de la otra por un cambio de base en Z".

Definicién 2.1.16. Sea (I', U, A) una terna inclinante. El médulo AU se dice separante (se-
parador) si la teorfa de torsién (T(5U), F(sU)) se parte en modA (corresp.: la teorfa de
torsién (X (aU), V(aU)) se parte en modT).

Un médulo inclinante oU es separante (separador) si, y sélo si, el médulo inclinate Ur es
separador (separante). Si pU es separante, entonces todo A-médulo indescomponible se aplica
en un -médulo indescomponible por los funtores Homa (U, -) v Ext} (U, -) y en consecuencia,
I' tiene al menos tantos mdédulos indescomponibles no isomorfos como A. Por otro lado, si
AU es separador, entoneces todos los I'-médulos indescomponibles, son imagen por los mismos
funtores de A—mdédulos indescomponibles y por lo tanto I' tiene, a lo sumo, tantos médulos

indescomponibles no isomorfos como A.

El siguiente teorema nos da una descripcion completa de las sucesiones de Auslander —
Reiten en modl", cuando I' = Ends (U)? y AU es un médulo inclinante separador.

Teorema 2.1.17. Sea AU un mddulo inclinante separador y T' = Ends(U)®. Una sucesidn
de Auslander - Reiten en modlD' estd completamente en X (,U), 0 en Y{(pU), o bien es de la
forma:

0 — Homy (U, I) — Hom, (U, I/8) I Ext} (U, red P) — Ext} (U, P) — 0,

donde AP es un proyective indescomponible que no pertenece a addy U, AP es la cdpsula proyec-
tiva del simple S y ol es la cdpsula inyectiva de AS. Tal sucesion se llama sucesién de

conexion.

A continuacién, damos un criterio debido a Hoshino [Hol] que es de utilidad para decidir si
un médulo inclinante es separante, separador o si no lo es.

Teorema 2.1.18. Sea (T',U, A) una terna inclinante. Entonces:

i} A/ es separante si, y sdlo si, para cada p X € X(U), pd X = 1.
it} AU es separador si, y sélo si, para cada \M € F(U), idM = 1.

Corolario 2.1.19. Sea A un dlgebra hereditaria, entonces todo A-mdédulo inclinante es sepa-

rador.
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2.2 Algebras inclinadas

Definicién 2.2.1. Sea @ un diagrama finito, conexo, sin ciclos orientados. Un algebra A se
dice un dlgebra inclinada de tipo |@}| si existe un médulo inclinante U sobre el dlgebra
hereditaria ' = k@ tal que A = Endp(U)*.

Notemos que por el Corolario 2.1.19 el médulo inclinante U es separador. Por otra parte,
resulta del Teorema 2.1.12 que la dimensién global de un algebra inclinada es a lo sumo dos.

D. Happel probé que un dlgebra inclinada puede ser obtenida utilizando middulos inclinantes
parciales:

Teorema 2.2.2. Sea H un digebra hereditaria y gU un mddulo inclinante parcial. FEntonces
A =End(4U)%? es un dlgebra inclinada.

Daremos ahora algunos resultados sobre el grafico de Auslander — Reiten de un algebra
inclinada. M4s precisamente, veremos que si un algebra A es inclinada, entonces el grifico
de Auslander — Reiten de A contiene un subdiagrama conexo lleno que es seccional (esto es,
que no se factoriza a través de una sucesion de Auslander — Reiten) y ademds es isomorfo al
diagrama del dlgebra hereditaria original. Un tal subdiagrama se dice una seccién completa, y
su existencia caracteriza a las dlgebras inclinadas.

Comenzamos con la definicién de seccién completa dada por C. M. Ringel en [Rin]:

Definicién 2.2.3. Una clase S de A—mddulos indescomponibles no isomorfos se dice una sec-
cién completa si satisface las siguientes condiciones:

i) U = [Ipres M es un moédulo sincero (es decir, Homa(P,U) # 0 para todo A-médulo
proyectivo P).

i} Si My — My — -+ — M, es una sucesién de no isomorfismos, no nulos en modA, con
My, My, € S, entonces M; € § para todo 0 < i < m.

iii) Si0 - L — M — N — 0 es una sucesién de Auslander - Reiten, entonces a lo sumo
L, o bien N, pertenece a . Ademads, si un sumando indescomponible de M estd en S,
entonces L, o bien N, estd en .

El sigujente resultado, debido a C. M. Ringel [Rin}, muestra la relacién entre secciones

completas y algebras inclinadas.

Teorema 2.2.4 (Ringel). Sea H un dlgebra hereditaria, gU un mddulo inclinante y sea
A = End(gU)®. Entonces la clase de todos los A-mddulos indescomponibles de la forma
Hompy (U, I), donde I es H-mddulo inyectivo indescomponible, es una seccion completa en
modA.
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Reciprocamente, si S es una seccidn completa en modA, entonces U = [{;eq M es un
mddulo inclinante con H = Ends(U)? herediteria . Ademds S es isomorfa o una seccidn

completa de la forma anterior.

Varios tipos de lgebras inclinadas han sido objeto de estudio en teorfa de representaciones.
A lo largo de este trabajo serdn de interés las dlgebras inclinadas de tipo Dynkin. Hemos de
utilizar también dlgebras de la forma A = End(yU)?, donde H = k@, @ es un diagrama de
tipo euclideano y xU es un H-médulo inclinante preproyectivo (o preinyectivo). Se llaman
dlgebras mansas ocultas las dlgebras pertenecientes a esta clase.

En el signiente teorema, debido a D. Happel y D. Vossieck [HaV], se caracteriza a las
4dlgebras mansas ocultas. Antes de enunciarlo es necesario recordar que un algebra A se dice
minimal de tipo de representacién infinito si A es de tipo de representacién infinito y
A/Ae; A es de tipo de representacitn finito, para todo idempotente e; de un conjunto completo
de idempotentes ortogonales primitivos de A.

Teorema 2.2.5 (Happel — Vossieck). Un digebra A es minimal de tipo de representacidn
infinito con una componente preproyectiva si, y sélo si, A es un dlgebra mansa oculta o bien A

O,

es el dlgebra de caminos del diagrama

para algin r 2> 2.

Las &lgebras mansas ocultas fueron clasificadas por D. Happel — D. Vossieck en [HaV] y
también, independientemente, por K. Bongartz en [Bo2]. Esta clase de dlgebras puede ser
usada como un criterio efectivo para decidir si un dlgebra dada es de tipo de representacién
finito o si es de tipo de representacién infinito.

En adelante, llamaremos lista [HV] a la lista de diagramas con relaciones dada en [HaV].
La misma es de de gran utilidad en la resolucién de nuestro problema de clasificacién. A veces
la, usaremos para mostrar que un 4lgebra es de tipo de representacién infinito y en otros casos,
en el sentido que precisamos a continuacién: En varias oportunidades, nos encontraremos
con la cuestién de decidir si un 4lgebra A = kQ/I es inclinada de tipo Dynkin. Si bien
en principio, de acuerdo al Teorema 2.2.4, este problema se puede resolver construyendo
el grafico de Auslander — Reiten de A, es de interés contar con algin criterio alternativo que
permita abreviar los cdlculos. En general, esto puede no ser sencillo. En nuestro caso esta tarea
se facilita, pues en muchas ocasiones A =~ 5/% e L, donde £ es un lgebra de la lista [HV] y e
es un idempotente asociado a una fuente ¢ en el diagrama ordinario ¢ de A, es decir, ninguna

flecha de @ termina en 4.
El siguiente resultado asegura que en estas condiciones, A es inclinada de tipo Dynkin.
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Teorema 2.2.6. Sea T un dlgebra de la lista [HV] de tipo euclideano A, i una fuente en el
diagrama ordinario de 2 y e; en X el idempotente correspondiente. Supongamos que el dlgebra
cociente L/ ¥ ;X es indescomponible. Entonces £/Z e;2 es inclinada de tipo Dynkin.

Observacion 2.2.7. Daremos solamente la idea de la demostracién, que nos fue sugerida por
D. Happel. Se utiliza en la misma la nocién de categoria perpendicular introducida por W. Gei-
gle y H. Lenzing [GL] y A. Schofield [S] y también algunos resultados que se pueden ver en [GL].
Vale la pena mencionar que en el caso particular en que 7 es una fuente fuerte (esto es, si no
existe ningin camino en modA de F; en algun proyectivo P para ¢ # j), es posible dar una
demostracién del Teorema 2.2.6 sin hacer uso de las nociones indicadas previamente.

Demostracién: (del teorema 2.2.6) Sea ¥ un élgebra de la lista [HV] de tipo euclideano
A. Entonces ¥ = End(5U)%, donde H es el dlgebra de caminos del diagrama A y gxU es
un médulo inclinante preproyectivo. Sea U; el sumando directo indescomponible de U tal que
Homy(U,U;) = Le;. Luego, U = U 11U, donde ningiin sumando directo indescomponible de
U’ es isomorfo a U;.

Como 7 es una fuente, se verifica que
Homg (Homg (U, U;), Homg (U, U")) = 0,
para todo U”, sumando directo indescomponible de U/'. Dado que
| Homg (Homy (U, Us), Homg (U, U")) =~ Homg(Us, U"),
se tiene que Homgy (U;, U") = 0, de donde Homg(U;, U") = 0.
Consideremos la subcategoria llena U de mod H, formada por los médulos ¥ tales que
Homy(U;,Y) = 0 = ExtL(U,, V).

Recordemos que U se llama la categoria perpendicular a derecha de U;. Sabemos por [GL]
que U+ ~ mod H', donde H’ es una k—4lgebra de dimensién finita, hereditaria y cuyo diagrama
A’ tiene un vértice menos que A. Miés atn, A’ coincide a menos de orientacién, con un
subdiagrama lleno de A [HaHKU], lo que implica que A’ es un diagrama de tipo Dynkin.

Ademés U’ es un H' = kA'-médulo inclinante y End(gU")? ~ T/ e X, |

2.3 Algebras inclinadas iteradas

La nocién de dlgebra inclinada iterada fue introducida por I. Assem y D. Happel en [AsH]. Nos
dedicaremos en esta seccién a recordar dicho concepto y algunas propiedades de esta clase de

algebras.
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Definicién 2.3.1. Sea Q un diagrama finito, conexo y sin ciclos orientados. Un 4lgebra A se
dice inclinada iterada de tipo |Q] si existe una sucesién de dlgebras Ag = A, Ay, ..., Ay = kQ
v una sucesién de médulos inclinantes separantes T%, tal que Ay = Endy, (T%) para cada
i=0,...,m—1

Se sigue inmediatamente de la definicién que si ¢ es un diagrama de Dynkin, entonces un
4lgebra inclinada iterada de tipo @ es de tipo de representacién finito. Anélogamente, si () es
un diagrama de tipo euclideano, entonces un dlgebra inclinada iterada de tipo euclideano es de
tipo de representacién finito o bien, de tipo de representacién infinito mansa.

Del Teorema 2.1.12 resulta que toda dlgebra inclinada iterada tiene dimensién global

finita.

En este trabajo nos interesan, en particular, las dlgebras inclinadas iteradas de tipo Dynkin.
Por esta razén, centraremos nuestra atencién en algunos resultados relativos a esta clase de
algebras, bdsicamente aquéllos necesarios para el Capitulo 3.

En primer lugar, del Corolario 2.1.15 resulta que la forma cuadritica g4 de un algebra A
inclinada iterada de tipo @ es congruente a la de kQ}. En consecuencia, ga es definida positiva
si @ es un diagrama de Dynkin.

El siguiente resultado [AsS4] permite decidir si un édlgebra de tipo de representacién finito
es inclinada iterada de tipo Dynkin. Recordemos que si A es triangular y para cualquier pre-
sentacién (@, I) de A, el grupo fundamental de (@, I) es el trivial, se dice que A es simplemente
conexa [AsS1].

Teorema 2.3.2 (Assem — Skowrorisky). Sea A un dlgebra de tipo de representacion finito.
A es inclinada iterada de tipo Dynkin si, y solo si, A es simplemente coneza y qu es definida

positiva.

Sea A = kQ/I. Recordemos que un 4lgebra cociente A’ de A se dice una subcategoria
convexa de A si existe un subdiagrama @’ de @, lleno y cerrado por caminos tal que A’ =
kQ'/I NkQ' . El siguiente es un hecho bien conocido:

Lema 2.3.3. Sea A’ una subcategoria convera de A = kQ/I. Entonces
Exth (X,Y) =~ Ext}, (X,Y)
cualesquiera sean i > 1 y X, Y € modA’.

Este lema puede demostrarse, por ejemplo, usando los resultados sobre ideales idempotentes
fuertes dados en [AuPT)].

Se deduce del Teorema 2.3.2 y del Lema 2.3.3 que si A es inclinada iterada de tipo
Dynkin, entonces toda subcategorfa convexa A/, también lo es; aunque en general no son del

mismo tipo.

44



Como consecuencia del Teorema 2.3.2 y del Lema 2.3.3 tenemos la siguiente proposicion:

Proposicién 2.3.4. Sea A un dlgebra inclinada iterada de tipo Dynkin D, y A’ una subcate-
goria conveza de A. Entonces A’ es inclinada iterada de tipo Dynkin Ap, 6 Dy, conm < n.

Demostracién:  La demostracién que damos aqui utiliza las nociones de forma cuadrética
asociada a un grafo, rajces de una forma cuadrética, sistema reducido de raices y bases. No
introduciremos aqui estos conceptos, pues sélo han de utilizarse en esta parte del trabajo. Los
mismos estén definidos en [Bou].

Sean qz y qn las formas cuadréticas asociadas a A y A/, respectivamente, sabemos que
ambas son definidas positivas. Consideremos el conjunto R de todas las raices de gy en 27,
esto es, el conjunto de todos los z € Z™ tales que ga(z) = 1. Andlogamente, sea R’ el conjunto
de todas las raices de gy en Z™, con m < n, donde m es el nimero de vértices de go. Como
A’ es una subcategoria convexa de A, se tiene que si z = (21,...,2n) es rafz de gu, entonces
z=(21,...,2m,0,...,0) € Z" es rafz de gy, reordenando los vértices si es necesario.

Resulta de [Rin, §1.2, p. 10] que R, considerado como subconjunto de R”, es un sistema
reducido de rafces de R (en el sentido de Bourbaki [Bou]). De modo anélogo R/, considerado
como subconjunto de R™, es un sistema reducido de raices de R™.

Es claro que R' = RNV’, donde
V= {(xli"')zm)$m+1:"‘!mﬂ) eR"™: Tyl = © =$n=0)}

Sea B’ una base del sistema de rafces R/, aplicando {Bou, prop. 24, p. 165| se tiene que existe
una base B de R que contiene a 5.

Como en [Rin, §1.2, p. 10], usando la expresién de g, en términos de la base B, se deduce
que ga es la forma cuadrética de un grafo. El mismo es, por hipétesis, de tipo Dynkin I,. De
manera similar, la forma cuadritica gy expresada en la base B', es la forma cuadratica de un
grafo A, con A’ de tipo Dynkin. La base B’ esté contenida en B, luego la matriz de gy en
B' es submatriz de g en B y corresponde a un subgrafo A; de A. Es claro que A’ es de tipo
A, 6 D, con m < n, por ser A de tipo . Como el grafo que define a una forma cuadratica
definida positiva es Gnico [Rin, §1.2, p. 9], resulta A; = A,

2.4 FExtensiones triviales

En esta seccién recordaremos algunos resultados sobre extensiones triviales. Incluimos, bési-
camente aquéllos que juegan un papel fundamental en la resolucién de nuestro problema de
clasificacién. Omitiremos las demostraciones correspondientes, que pueden verse en los trabajos

a los que hacemos referencia en cada caso.
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La relacién entre el tipo de representacién de un dlgebra A dada y el de la extensién trivial
T(A) ha sido objeto de estudio de varios matemdticos. Este problema fue considerado por
W. Miiller [M], E. Green e I .Reiten [GrR] e Y. Iwanaga y T. Wakamatsu [TW], en el caso de

dlgebras A de radical cuadrado cero.
El siguiente resultado fue probado por H. Tachikawa en [T] (ver también [Y1]).
Teorema 2.4.1 (Tachikawa). Sea A un dlgebra hereditaria y T(A) su eztension trivial. En-
tonces el cardinal de ind T(A) es el doble del cardinal de ind A. En particular, T(A) es de tipo
de representacidn finito si, y sdlo si, T(A) es de tipo de representacidén finito.
Ejemplo 2.4.2. Sea @) el diagrama
T 3

y A = kQ. En este caso hay seis A-mddulos indescomponibles no isomorfos, a saber: los
proyectivos Py, P, y Ps, los simples no proyectivos 51 y Sz y el médulo inyectivo no proyectivo
L.

De acuerdo a la descripcién dada en el Capitulo 1, la extensién trivial T(A) estd definida
por el diagrama:

Y

con relaciones ayfa=PfayB=vFfay=0.

Es facil ver que los T'(A)-mdédulos indescomponibles no isomorfos son: los proyectivos —
inyectivos P}, P} y Pj, los simples S}, S5 y 53 y los médulos rPj, +F;, rF;, vPj/soc Py,
vP}/soc Py y TPj/soc Pj. Ademis, via la inclusién canénica de modA en modT'(A), podemos
identificar P, con vP}, P, con v P} /soc P, Ps con S}, S; con Si, S con Sj e I con rPy/soc Py.

El signiente teorema, debido a K. Yamagata [Y2] nos serd de utilidad en el estudio de las
extensiones triviales de tipo de representacién finito.

Teorema 2.4.3 (Yamagata). Sea T'(A) lo extensidn trivial de un digebra A. SiT(A) es de
tipo de representacion finito, entonces A es triangular.

Como nuestro objetivo es clasificar las dlgebras T(A) de tipo de representacién finito, en el
signiente capitulo nos limitaremos a considerar extensiones triviales de dlgebras triangulares.

Presentaremos ahora algunas nociones necesarias para enunciar los resultados dados por
diferentes matematicos, en los cuales se muestra la estrecha conexién entre las extensiones tri-
viales de tipo de representacién finito, las dlgebras inclinadas de tipo Dynkin y las algebras

inclinadas iteradas de tipo Dynkin.
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Comenzaremos con el concepto de grafico de traslacién, que es una generalizacién de la no-
cién de grafico de Auslander — Reiten. El concepto mencionado, fue introducido por C. Riedt-
mann [Rie] y es de suma importancia en la clasificacién de dlgebras autoinyectivas de tipo de
representacion finito. Enunciaremos después el resultado de C. Riedtmann [Rie], segin el cual
las algebras autoinyectivas de tipo de representacién finito pueden ser distribuidas en clases.
Esta distribucién se hace de acuerdo a que el subgrifico estable del grifico de Auslander -
Reiten de un 4lgebra autoinyectiva de tipo de representacién finito dada, sea de tipo Dynkin
Ap, D, 6B, conp=6,7,8. Comola clase de algebras autoinyectivas de tipo de representacién
finito contiene a la de las extensiones triviales de tipo de representacidn finito, estas tiltimas
también pueden ser distribuidas en clases. M4s precisamente, las extensiones triviales de tipo
de representacién finito de clase de Cartan A,, D, 6 E,, con p=6,7,8.

En esta presentacién, seguimos a [AuRS].
Definicién 2.4.4. Sea ¥ un grafo valuado, £y el conjunto de vértices y £; el conjunto de
flechas, de modo que & es localmente finito (esto es, para cada vértice i el nimero de flechas
que salen y llegan a 7 es finito). Sea 7 una aplicacién inyectiva de un subconjunto de £y en 3.
Siz € X, sea 7 = {y € Zp : hay una flecha y — z}, es decir, el conjunto de los predecesores
inmediatos de z. El conjunto de los sucesores inmediatos de z se define de modo andlogo:

T = {y € By : hay una flecha z — y}.

El par (Z, 7) se dice un grafico de traslacidn si se satisfacen las siguientes condiciones:

i) ¥ no tiene lazos ni flechas mdltiples.
ii) Para cada z € Iy, tal que 7(z) estd definida, se verifica que 2z~ = 7(z)™

iii) Si o:z — y es una flecha con valuacién (a,b) y 7(y) estd definida, entonces la flecha de

7(y) en x tiene valuacién (b, a).

Diremos que el grafico de traslacién (3, 7) es un gréfico de traslacién propio si se verifica

ademas:
iv) Para cada z € ¥y, tal que r(z) estd definida, el conjunto = es no vacio.

Asociado a un gréfico de traslacién (2, 7) hay un grafico de traslacién propio (E, 7) que se
obtiene restringiendo 7 al conjunto de vértices z tales que ™ es no vacio.

La aplicacién 7 se llama traslacidn. Es claro que el grifico de Auslander — Reiten de un
dlgebra A es un gréfico de traslacion, donde 7 es la aplicacién D Tr.

Sea (X, 7) un gréfico de traslacién. De manera totalmente andloga a las definiciones dadas
en el caso del grifico de Auslander — Reiten de un algebra A, diremos que un vértice de X es
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un vértice proyectivo si el mismo no pertenece al dominio de la aplicacién 7, y que z € Yo
es un vértice inyectivo si z no pertenece a la imagen de 7.

Por otra parte, si @ : ¥ — z es una flecha y z es un vértice no proyectivo, entonces existe una
tnica flecha 7(2) — y en ), que denotaremos o(c). La aplicacién ¢ se llama semitraslacién,
y estd, completamente determinada por 7.

Una manera de construir familias de graficos de traslacién es la que sigue. Sea A un grafo
valuado sin lazos. El gréfico de traslacidén ZA esta dado por:

i) (ZA)=7Z % g
i) La traslacién en ZA estd definida por 7(n,z) = (n — 1, z).

iii) Las flechas en ZA se definen del siguiente modo: para cada flecha @ : z — y con
valuacién (a,b) en A, hay flechas @, : (n,z) — (n,y) con valuacién (@,d) y flechas
alay,) : (n—1,y} = (n,z) con valuacién (b, a).

Ejemplo 2.4.5.

Cly | O 49 23

(‘1#)”"'m('('l‘;c)mmfi.,x) e

Consideraremos ahora aplicaciones entre grificos de traslacién.

Definicién 2.4.6. Sean (&',7") y (£, 7) gréficos de traslacién. Un morfismo de gréficos de
traslacién, f : (¥/,7) — (Z,7), es un par de aplicaciones fo: B — Tg y fi : Ty — X1 que
satisface las condiciones siguientes: '

i) f es un morfismo de graficos valuados, es decir, si a : £ — y es una flecha en & con
valuacién (a, b), entonces fi(c) es una flecha en £; del vértice fo(x) en el vértice fo(y)

con valuacién (g, b).
ii) fo(r'(z)) = 7(fo(z)), para todos los vértices no proyectivos z de Zy.

Definicién 2.4.7. Sea (5, 7) un grafico de traslacién. Un grupo G formado por morfismos de
traslacién f : (,7) — (£, 7) se dice que actia admisiblemente si cada drbita de G tiene a
lo sumo un vértice en comiin con {z}Uz~ y a lo sumo un vértice en comin con {z}Uz™, para

cada z perteneciente a 2.

En las condiciones de la definicién precedente se tiene que el cociente /G es un gréfico de

traslacidn.
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Recordemos que si A es un algebra de tipo de representacion infinito y C una componente del
grafico de Auslander — Reiten de A, que no contiene vértices proyectivos ni inyectivos, entonces
la traslacién y su inversa estan definidas para cualquier vértice. Generalizando esta situacién a
gréficos de traslacién, diremos que (£, 7) es un grafico de traslacién estable si la aplicacién
T ¥ su inversa estan definidas para todo z € Zg.

BEn el caso particular de un algebra A autoinyectiva, suprimiendo en el grafico de Auslander
— Reiten de A los vértices correspondientes a los A—mddulos proyectivos — inyectivos, se obtiene
un subgrafico de traslacién estable que notaremos I'§.

Teorema 2.4.8 (Riedtmann). Sea A un digebra indescomponible, autoinyectiva y de tipo de
representacién finito. Entonces I's es isomorfo a ZA/G, donde |A| es un diagrama de Dynkin
y G es un grupo de automorfismos de ZA que actia admisiblemente.

Sea ahora T(A) la extensién trivial de un dlgebra A. Entonces T(A)} es autoinyectiva, luego,
si T(A) es de tipo de representacién finito, se tiene, de acuerdo al Teorema 2.4.8 que I‘}( A)
es isomorfo a ZA/G, donde A es un diagrama de Dynkin y G es un grupo de automorfismos
de ZA que actda admisiblemente. El tipo Dynkin de A estd univocamente determinado y se
llama clase de Cartan de T(A).

El teorema que sigue, debido a D. Hughes y J. Waschbiisch [HuW)] (ver también [Ho2]
y [BretLR]) muestra que la teoria de las algebras inclinadas de tipo Dynkin @ estd estrechamente
relacionada con la de las extensiones triviales de tipo de representacién finito de clase de Cartan

Q.

Teorema 2.4.9 (Hughes — Waschbiisch). Sez A un dlgebra. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

i) T(A) es de tipo de representacidn finito de clase de Cartan Q.
ii) Existe un dlgebra inclinada A’ de tipo Dynkin Q tal que T(A) ~ T(A').

En lo que sigue, llamaremos al teorema anterior Teorema [HW].

I. Assem, D. Happel y O. Rold4n probaron en [AsHR] el siguiente resultado que describe
las algebras cuyas extensiones triviales son de tipo de representacion finito.

Teorema 2.4.10 (Assem — Happel — Rolddn). Sea A un dlgebra. Las siguientes condicio-
nes son equivalentes:

i) T(A) es de tipo de representacion finito de clase de Cartan Q.

1) A es inclinada tterada de tipo Dynkin Q.

En adelante, nos referiremos al teorema previo como Teorema [AHR).
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Capitulo 3

Clasificacidon de las extensiones triviales

de tipo de representacion finito

Si una extensién trivial T'(A) es de tipo de representacién finito, entonces A es de tipo de repre-
sentacién finito por ser cociente de T'(A). De aqui resulta, en particular, que A es schurian. Por
otra parte, si T'(A) es de tipo de representacién finito, entonces A es triangular [Y2]. Ademis,
sabemos que si un dlgebra es schurian triangular y de tipo de representacion finito, es isomorfa
a un dlgebra schurian triangular con caminos iguales. En este capitulo nos proponemos dar
una clasificacién de las extensiones triviales de tipo de representacién finito, para lo cual basta
considerar extensiones triviales de algebras schurian triangulares con caminos iguales.

En el Capitulo 1 hemos descripto el diagrama ordinario y las relaciones de la extensién
trivial de un dlgebra schurian, y mostramos que el nimero de sumandos directos indescompo-
nibles de P /soc P, donde P es proyectivo indescomponible asociado al vértice a € Qry), es

igual al nimero de ciclos no congruentes en dicho vértice.

Por otra parte, un teorema de Bautista — Brenner [BaB| establece que si un dlgebra de artin
es de tipo de representacion finito, entonces toda sucesién de Auslander — Reiten tiene a lo

sumo cuatre términos en el medio.

Si aplicamos el teorema de Bautista —~ Brenner a T (A) y a las sucesiones del tipo:
0—1P— PUrP/socP — P/socP — 0,

donde P es proyectivo indescomponible de 7' (A) y tenemos en cuenta los resultados del Capi-
tulo 1, para nuestra clasificacién, podemos suponer que el nimero de ciclos no congruentes en
cada vértice es a lo sumo tres. Consideraremos entonces los siguientes casos:

i) Las extensiones triviales de un algebra schurian triangular con caminos iguales cuyo dia-

grama posee un vértice con tres ciclos no congruentes.

ii) Aquéllas tales que cada vértice de su diagrama tiene una tnica clase de congruencia.
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iii) Aquéllas cuyo diagrama posee un vértice con dos ciclos no congruentes y no posee vértices

con tres ciclos no congruentes.

Una vez determinada en cada caso la familia de diagramas a estudiar y las relaciones a
considerar sobre los mismos, sélo resta decidir cudndo las correspondientes dlgebras de caminos
son de tipo de representacion finito, pero en general esto no resulta sencillo, especialmente
cuando el dlgebra estd dada por un diagrama con ciclos orientados.

Podemos resolver el problema teniendo en cuenta lo siguiente:

i) Dada una extensién trivial T(A), donde A es schurian triangular con caminos iguales,
resulta del Corolario 1.3.19 que las dlgebras A’ tales que T(A’) es isomorfa a T(A),
son precisamente las que se obtienen eliminando exactamente una flecha de cada ciclo
orientado de Q)

il) Para decidir si T(A) es de tipo de representacién finito, es necesario y suficiente encontrar,
entre todas las dlgebras A/, alguna que sea inclinada de tipo Dynkin [HuW].

En cada caso, exhibimos tal A’ o bien hallamos un cociente de T'(A) de tipo de representacién
infinito, lo que muestra que T'(A) es también de tipo infinito.

Cabe destacar que la tarea es particularmente sencilla cuando A’ es hereditaria de tipo
Dynkin o cuando un &lgebra cociente de T(A) es hereditaria, pero no de tipo Dynkin. Esto es
frecuente, pero no siempre sucede. En el caso general, es de suma utilidad la lista [HV]. A
veces, usaremos esta lista para mostrar que A’ es de tipo de representacién infinito y en otros
casos, para probar que A’ es inclinada de tipo Dynkin.

3.1 Extensiones triviales de tipo de representacion finito
con una sucesion de Auslander — Reiten con cuatro

términos en el medio

El objetivo principal de esta seccién es caracterizar las extensiones triviales de tipo de repre-
sentacion finito con una sucesion de Auslander — Reiten con cuatro términos en el medio.

Comenzamos con algunas observaciones y notaciones que seran de utilidad a lo largo de esta
seccién. Para un A-mdédulo M, notaremos con add M a la subcategoria llena de modA que
consiste de todas las sumas finitas de sumandos de M.

Observacion 3.1.1. Es facil ver, usando la dualidad, que un algebra A es de tipo de repre-
sentacién finito si, y sélo si, A’ lo es. Se sabe también que si un édlgebra A es de tipo de
representacion finito, entonces para tode A-mdédulo proyectivo P, End, (P) es de tipo de repre-
sentacién finito. Este hecho resulta de que e} funtor Homy (P, ) : modA — mod End, (P)”
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define una equivalencia entre la categoria de los mddulos con una presentacién en add P y
mod Endy (P)”.

En adelante, si C es un ciclo orientado de Qp(a), designaremos C' al soporte de C, esto es,
al subdiagrama de Qr(s) formado por los vértices y las flechas de C'. Serd conveniente, para
un camino vy, escribir “y € C” para indicar que < tiene su soporte en (. Anélogamente, si
Ci, ... ,C, son ciclos orientados de Qra), escribiremos Cy N ... N €, para indicar el camino

cuyo soporte es C1N...NC,.

Probaremos a continuacién que si existe un vértice A en (QT{A))D tal que vPy/soc P, tiene
tres sumandos directos indescomponibles , entonces, cada clase de congruencia de ciclos en Cy

(conjunto de los ciclos orientados con origen en h), tiene un tinico elemento.

Proposicién 3.1.2. Sea T (A) de tipo de representacion finito y h € (QT(A))O tal que el mddulo
TP, /soc P, tiene tres sumandos directos indescomponibles. Entonces Cy, tiene tres elementos.

Demostracién:  Sea Cp/= = {C}, Cs, C3} y supongamos, por el absurdo, que existe C’' € Cp,
con C'"RCy v C" # C;. Elegimos en la clase de congruencia de C; un ciclo C tal que la
interseccién de C con C) sea maximal. Consideremos el dlgebra I" dada por el subdiagrama
C,UCUC3UC, con las relaciones inducidas. Es decir, I' = Endgs) (P)*, donde P es la suma
de todos los T' (A)-médulos proyectivos indescomponibles Py, con k vértice de CyUC,UC3 UL

Si C' y C tienen una flecha en comin con origen en A, entonces:

Notemos que w 3 v, si no la flecha de v en & en C} seria igual al camino de v en h en el ciclo

C, lo que es absurdo, pues las relaciones son admisibles.

Eliminando las flechas que llegan al vértice h en cada uno de los ciclos, resulta que I' es la
extensidn trivial del dlgebra A’ definida por el siguiente diagrama sin relaciones:

y‘\, /W
Q,\-Z >;1__. ..... __<
e N

Luego A’ es de tipo de representacién infinito, lo que implica I' = T (A’) de tipo de representa-
cién infinito, contradiciendo la hipdtesis.
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En el caso en que C y C} tienen una flecha en comidn con fin en A, se llega a la misma

conclusién por un razonamiento totalmente andlogo.
Como consecuencia inmediata de la proposicién anterior, se tiene el siguiente corolario:

Corolario 3.1.3. Sea T {A) de tipo de representacidn finito y h € (QT(A))O tal que el mddulo
TP, /soc Py tiene tres sumandos directos indescomponibles. Entonces al menos uno de los ciclos
de Cp, es de longitud dos.

Demostracién:  Sabemos, por la proposicién anterior, que C, = Cp/= = {C, Cs, C3} con
long (C;) > 2 parai = 1,2,3. Consideremos el dlgebra I definida por el subdiagrama C1UC,UCs
con las relaciones inducidas. Es claro que I" es la extensién trivial del dlgebra hereditaria A’
dada por el diagrama que se obtiene eliminando de cada C; la flecha que llega al vértice h. Si
long (C;) > 2 para ¢ = 1,2, 3, entonces A’ es de tipo de representacién infinito y de aqui resulta
que I' es de tipo de representacién infinito. Esta contradiccién prueba que alguno de los ciclos
de Cy tiene longitud dos. f

Segun vimos en la Proposicidén 3.1.2, cada clase de congruencia de ciclos en C, tiene un
Unico elemento. Probaremos a continuacién que lo mismo ocurre para cualquier vértice de

@)

Proposicién 3.1.4. Sea T (A) de tipo de representacién finito con h € (QT(A))D tal que el
mddulo Py /soc P, tiene tres sumandos directos indescomponibles. Si C' y C' son ciclos cuyos

soportes no son disjuntos, entonces tienen en comtn un tnico vértice de Qra).

Demostracién:  Sea m el niimero de ciclos orientados no nulos en T (A), salvo reorde-
namiento de flechas. Razonamos por induccidn en m. Por hipdtesis se tiene m > 3 y es claro
que de la Proposicién 3.1.2 se sigue la validez del resultado para m = 3.

Supongamos ahora que m > 3 y que existen ciclos C'y €’ en Qra) tales que CNC’ es un
camino p de longitud mayor o igual que uno y ¢’ & Cy. Sea @ un subdiagrama conexo de Qrs)
con el menor niimero de ciclos y tal que los tres ciclos de C, y C’ estdn en Q).

Si C' es un ciclo de @), consideramos el dlgebra I dada por todos los ciclos de @, excepto
C’, con las relaciones inducidas. En caso contraric hemos de considerar el 4lgebra dada por
todos los ciclos de ¢J. Nos limitaremos a estudiar el primer caso, ya que el otro es totalmente
analogo. '

De la hipétesis inductiva resulta que la interseccién de dos ciclos no disjuntos de @r es un
punto. De aqui, y por construccién, podemos suponer que si C1,Ce,Cs,... ,Co=C,conk <m
son los ciclos de Qr, entonces: Cp = {C1,C,Cs3}, C;NCiy1 = {asp1} parai=3,... ,k—1y
a; # a; st # j.

Ahora elegimos en € y C; la flecha que sale de A, en C el camino b — a4, en C; el camino
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as — a4, en Cs el camino as — ag, y asf siguiendo hasta llegar al vértice a;. Es claro que se

obtiene uno de los siguientes subdiagramas sin relaciones:

N . . ™~ ... i
@) " h a, a; a, a, () «h a, a; 4, a,
Supongamos que se obtiene el diagrama dado en (a) (el caso (b) es andlogo). Si s(p) = ax
consideramos, tanto en C' como en ', la flecha que llega al vértice ai, obteniendo el siguiente
subdiagrama:

S~ . . e
~h a, F: O a, >~

- ]

de tipo euclideano D, contradiciendo el hecho que T (A) es de tipo de representacién finito. Si
fuera s (p) # ax, elegimos en C’ la flecha con origen e(p), en C la flecha que llega a e(p) y el
camino e (p) — ag, segun muestra el diagrama:

contradiciendo nuevamente la hipétesis. Luego, dos ciclos no disjuntos de Qz(s) s6lo pueden

tener en comin un vértice. |

Proposicién 3.1.5. Si T (A) es de tipo de representacion finito, entonces existe a lo sumo una
sucesion de Auslander — Reiten en modT (A) con cuatro términos en el medio.

Demostracién:  Supongamos que la extensién trivial T (A) es de tipo de representacién fi-
nito y admite dos suceciones de Auslander — Reiten con cuatro términos en el medio. Entonces
existen vértices distintos h y A’ en Qr(a) con tres ciclos no congruentes en A y A’ respectiva-
mente. Ademés, de las proposiciones (3.1.2) y (3.1.4) sabemos que Cj, y Cp tienen tres elementos
y que la interseccién de dos ciclos no disjuntos de Qr(a) es un vértice.

Razonando como en la demostracién precedente, resulta que existen ciclos
Cl: 021 03: 04? R Ot--2a C’t..l, ct
en Qra), con t > 5, que verifican:

(a) Cp = {C41,C5,C3};  Cp = {Cys, Ciyq, Ci} .
hd



(b) Si3 <i<t—3, entonces C; N Cipq = {as41}. Ademds a; # a; si i # J.

Sit =5 los vértices h y h' pertenecen al ciclo C3. Seleccionando en €y y C; las flechas con
origen en h, en Cs el camino A — R/, en Cy y Cs las flechas que terminan en A/, se obtiene el

subdiagrama

de tipo euclideano ﬁn, contradiciendo el hecho que 7' (A) es de tipo de representacién finito.

Supongamos ahora t > 5. Consideramos en C; y (s las flechas que salen de 4, en Cj el
camino h — a4, en Cy el camino as — ay vy asi hasta llegar al vértice a;. Si el dltimo camino
considerado tiene fin (origen) en a.., entonces eligiendo en C;_; el camino A’ — a;_3 (a;—0 —
7', en Ci—1 y C; las flechas con origen (fin) en 4/, se obtiene nuevamente un subdiagrama de
tipo euclideano iﬁ)m lo que contradice la hipétesis y completa la demostracién.  §

Vamos a dar ahora una serie de definiciones y resultados que utilizaremos para caracterizar
las extensiones triviales de tipo de representacién finito con una sucesidén de Auslander — Reiten
con cuatro términos en el medio. Comenzamos con el concepto de ramo truncado. El mismo
fue introducido por Ringel en [Rin} usando el término ramo, pero a partir de que Assem y
Skowrdnski extendieron este concepto en [AsNS| y [AsS3] se utiliza el término ramo para dicha

generalizacidn y el de ramo truncado para la nocidn dada por Ringel.

Definicién 3.1.6. Un ramo truncado en a de longitud r es un subdiagrama @ finito, lleno

y conexo del siguiente arbol:

con todas las posibles relaciones de la forma fa = 0, tal que @ tiene r vértices y ¢ es un vértice

de .

Las flechas, segiin sea su orientacidn, se dicen flechas de tipo « o bien, flechas de tipo §.
Diremos que un camino es un camino de a—flechas (respectivamente camino de f—flechas)
si estd, compuesto solamente por flechas de tipo o (respectivamente ).

Definicién 3.1.7. Sean A = kQ/I, A' = kQ'/INkQ y A = kQ"/INkQ", con ¢, "
subdiagramas llenos de @ y a un vértice de Q. Diremos que A se obtiene de A’ agregando el

ramo truncado A” en a, si se satisfacen las siguientes condiciones:

i) A" es un ramo truncado en a.
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i) Qo= QU QoN&g={a}.
iii} I estd generado por INkQ e INKQ".

Ejemplo 3.1.8. Sean A, A’ y A" las dlgebras dadas por los siguientes diagramas con relaciones:

/ > 4
1y 2 v
AT A': A AT /L )

s—J¢

Entonces, A se obtiene de A’ agregando el ramo truncado A" en el vértice 3.

Ejemplo 3.1.9. Consideremos las dlgebras A, A’ y A" dadas por los siguientes diagrama con

relaciones:

| e 2 L3
A [ Al A3 2
41 ) 5 4 =5

Es claro que A’ y A” satisfacen las condiciones de la definicién precedente, excepto (iii).

Teorema 3.1.10 (Happel — Ringel). Sea A el dlgebra de caminos del diagrama Ay:

Ere——— s 1 v % ——

1 2 n

y AU un A-mddulo inclinante libre de multiplicidad. Entonces I' = Endy (U)% es un ramo
truncado de longitud n en a, donde a corresponde al dnico A-mddulo proyectivo — inyectivo.
Mds ain, cualguier ramo truncado en a de longitud n es de esta forma.

Corolario 3.1.11. Sea A una k—dlgebra tal que A se obtiene de A’ agregando un ramo truncado
A" de longitud n en el vértice a. Sea T’ la k—dlgebra que se obtiene de A’ agregando en a el

dlgebra de caminos del diagrama:

Entonces, eziste \U, A-mddulo inclinante tal que I' = Endy (U)*.

Damos a continuacién un lema necesario para la demostracion del resultado principal de la

seccidn.

Lema 3.1.12. Sea T' = kQy/I un dlgedra para lo cual se satisfacen las condiciones de la

Proposicién 1.3.22. Supongamos que Qr es:



donde Cy,...,C,, conn = 3, son todos los ciclos orientados no nulos en I', salvo reorde-

namiento de flechas. Entonces I' es de tipo de represeniacidn infinito.

Demostracién:  Eliminando en cada uno de los ciclos orientados no nulos C1, ..., C,, las
flechas que llegan a los vértices a,, ai,... ,a,_1, respectivamente, se obtiene el dlgebra A dada

por el diagrama con relaciones siguiente:

an i K b aZ
A — ety sty ‘.' "._ ......... ——

Como I" =2 T'(A) y A no es triangular, entonces I" es de tipo de representacién infinito.

Teorema 3.1.13. Las extensiones triviales de tipo de representacidn finito con una sucesion
de Auslander — Reiten con cuatro términos en el medio son las extensiones triviales de las

algebras que se obtienen de
2
3: T

(a) Agregando un ramo truncado en el vértice 4, o bien

(b) Agregando un ramo truncado de longitud dos en el vértice 8 y un ramo truncado de
longitud mayor que uno y a lo sumo cuatro en el vértice 4.

Demostracién:  Sea T (A) de tipo de representacién finito con una sucesién de Auslander -
Reiten con cuatro términos en el medio. Demostraremos por induccién en el nimero de ciclos
orientados no nulos m (salvo reordenamiento de flechas), que T"(A) es la extensién trivial de

uns de las dlgebras indicadas en el enunciado.

Es claro que esto es cierto si m = 3. Sea entonces m > 3 y sea h € (QT(A)) o tal que
Cp = {C1,Cq, Cs}. Se sigue de la Proposicién 3.1.4 y del lema previo, que existe un ciclo ¢

que no contiene al vértice & y es no disjunto con un tnico ciclo C'.

Sea T el dlgebra dada por todos los ciclos de Qra), excepto C, con las relaciones inducidas.
Ast T' es una extensién trivial de tipo de representacién finito con una sucesién de Auslander
— Reiten con cuatro términos en el medio y con m — 1 ciclos en su diagrama ordinario. En
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consecuencia, por hipétesis inductiva, se tiene que I es la extensién trivial de un lgebra A’ que

se obtiene de

2:
31

agregando un ramo truncado en el vértice 4, o bien agregando un ramo truncado de longitud
dos en el vértice 3 y un ramo truncado de longitud mayor que uno y a lo sumo cuatro en el

vértice 4.

Sea {d} = CNC'. Supongamos que A’ verifica (a). Sid = 2 o bien d = 3, eliminando de C
la flecha que sale de d, se obtiene un dlgebra A” de la signiente forma:

\ K §>1_Z©

A ~~ o bien, A":

§>I'“Z© | //' ©

donde X es el ramo truncado agregado en el vértice 4. Del Corolario 3.1.11 resulta que A”
es inclinada de tipo Q. Como ademds T (A”) ~ T'(A) y T (A) es de tipo de representacién
finito, se tiene que @ es un diagrama de tipo Dynkin D, o bien, [, con p = 6,7,8. Luego,
renombrando los vértices, si fuera necesario, es claro que A" satisface (a) o bien (b).

Supongamos ahora que d es un vértice del ramo truncado agregado en 4. Si la longitud
del ramo es uno, entonces d = 4. Eliminando, como antes, del ciclo C' la flecha que sale de 4,
resulta un 4lgebra A” correspondiente al caso (a) y tal que T (A”) ~ T (A).

Sila longitud del ramo truncado es mayor que uno, entonces d esta en un camino de a-flechas
o bien, de B~flechas, ya que C es no disjunto sélo con C'. Eliminando de C' la flecha que llega
a d, si d estd en un camino de o—flechas (o que sale de d en el otro caso), se obtiene un élgebra
A" correspondiente al caso (&) con T'(A") = T (A).

Supongamos ahora que A’ verifica (b). En este caso d es necesariamente un vértice del ramo
truncado agregado en 4, porque en caso contrario, es ficil ver que eliminando de C' la flecha
que sale o llega a (b), resulta un &lgebra A” inclinada de tipo ¢, donde & no es Dynkin, lo que
es una contradiccidn, pues T'(A) es de tipo de representacion finito.

Sea pues d un vértice del ramo truncado agregado en 4, de nuevo, se elimina de C la flecha
que llega o sale de d, dependiendo de que d esté en un camino de a—flechas o bien, de S-flechas,
respectivamente. El dlgebra A” que asf resulta es inclinada de tipo @ y como T (A") =~ T (A)
es de tipo de representacién finito, es claro que @ es de tipo Dynkin E,, con p = 7,8. Luego,
A" satisface (b) y esto completa la primera parte de la demostracién del teorema.

Reciprocaimente, sea A un algebra que se obtiene de
2
3; e
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agregando un ramo truncado en el vértice 4. Del Corolario 3.1.11 resulta que A es inclinada
de tipo Dynkin D, y de aqui, T (A} es de tipo de representacién finito de clase de Cartan I,,.
Por otra parte,

0—vP— PLIIrP/soc P — P fsoc P, — 0
es una sucesién de Auslander — Reiten en modT (A) con cuatro términos en el medio, puesto

que el nlimero de ciclos no congruentes en el vértice 1 es tres.

Si, en cambio, A se obtiene de

2:
31

agregando un ramo truncado de longitud dos en el vértice 3 y un ramo truncado de longitud
mayor que uno y a lo sumo cuatro en el vértice 4, se deduce del Corolario 3.1.11 que A es
inclinada de tipo Dynkin [&,, conp = 6,7,8. En consecuencia I’ (A) es de tipo de representacién

finito de clase de Cartan E, y
0—rP — P IrP /socP, — Pi/socP — 0

es una sucesién de Auslander — Reiten en modT (A) con cuatro términos en el medio. ]

3.2 Extensiones triviales de tipo de representacion finitc

con rP/soc P indescomponible para todo P

En esta seccién daremos una clasificacion completa, salvo dualidad, de las extensiones triviales
de tipo de representacion finito con rP/soc P indescomponible para todo médulo proyectivo
indescomponible P. Ademds, en cada lista sdlo incluiremos el diagrama de las extensiones

triviales , sin indicar las relaciones, por razones de simplicidad.

Es claro que si I' es una extensién trivial con rP/soc P indescomponible para todo P,
entonces para todo vértice ¢ del diagrama ordinario de I'; los ciclos que lo contienen son con-
gruentes. Sea a € (Qr), un vértice con el mayor nimero de ciclos congruentes y sea n, dicho
ntmero. Para establecer nuestra clasificacién hemos de considerar los distintos valores posibles

de ng.

3.2.1 Caso ng =

En este caso, el diagrama de la extensién trivial I' tiene un tnico ciclo C. Eliminando una
flecha de C, se obtiene un dlgebra A, hereditaria de tipo Dynkin A,, tal que I' ~ T (A). De
aqui resulta, en virtud del Teorema [HW], que I es de tipo de representacién finito de clase
de Cartan A,,.
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3.2.2 Cason,=2

Notemos, en primer lugar, que una extensién trivial I', de tipo de representacién finito, con
ne, = 2, tiene exactamente dos ciclos en su diagrama ordinario. En efecto, si asi no fuera,

tendriamos el siguiente subdiagrama de Qr :

cona;F a, siiF#j

Eliminando de cada ciclo las flechas indicadas con “//”{convencidén que adoptaremos de aqui
en adelante), resulta que el dlgebra dada por el siguiente diagrama con relaciones:

es de tipo de representacién infinito, pues contiene un subdiagrama convexo de tipo I, con-

tradiciendo el hecho que I' es de tipo de representacién finito.

Sea entonces Qr :

Eliminando de cada ciclo las flechas que llegan al vértice a se tiene: I' >~ T (A), donde A es el
4lgebra hereditaria dada por el diagrama:

Ahora bien, como A debe ser de tipo Dynkin, analizando la longitud de los caminos que salen

o llegan al vértice b surge que el diagrama ordinario de I' es uno de los siguientes:
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De clase de Cartan I, :

De clase de Cartan g :

De clase de Cartan B, :

i i

De clase de Cartan Eg:

3.2.3 Minimales con n, > 3

Diremos que una extensién trivial es minimal si su diagrama, ordinario no se puede obtener del
diagrama ordinario de otra extension trivial por agrandamientos de ciclos, es decir, agregando
flechas a uno o més ciclos. Por ejemplo, consideremos las extensiones triviales cuyos diagramas

ordinarios son, respectivamente:

I'} es una extension trivial minimal, en cambio, I's no es minimal, pues se obtiene de I';

agrandando la interseccién de los ciclos.

En el teorema siguiente, enumeramos las extensiones triviales minimales de tipo de repre-
sentacién finito con P /soc P indescomponible para todo P, que satisfacen la condicién n, > 3,

indicando la clase de Cartan de cada una de ellas.

Teorema 3.2.1. Las exiensiones triviales minimales de tipo de representacidn finito con
rP/soc P indescomponible para todo P, que satisfacen la condicion n, > 3, se muesiran en

la siguiente tabla:
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Mg = 3 Ng = 4 g = D

Clase B | \/N/ @
Clase Bs | /N/N\/ @ ﬁ

AN
JAVAVANR Y \v.v

Clase E’( @'

S

&
N
& &

Las siguientes observaciones serdn de utilidad en la demostracion del teorema.

B <@

Observacidn 8.2.2. Sea T una extensién trivial. Si dos ciclos no nulos en T tienen dos flechas
consecutivas en comun, entonces ambos tienen longitud mayor o igual que cuatro. En efecto,
sean C' v C' ciclos no nulos en T, tales que las flechas o3 : b — ¢y a9 : ¢ — d son comunes a
los mismos. Supongamos por el absurdo que la longitud de C es tres, entonces el suplemento
de as oy es una flecha B. Por otro lado, as@; tiene un suplemento g en C'. Como I' es una
extensién trivial, debe ser 8 = p, lo cual es una contradiccién pues las relaciones son admisibles.

Observacidn 3.2.8. La extension trivial " dada por el diagrama:

&

con las relaciones correspondientes, es de tipo de representacién infinito pues I' = T (A), donde
A es el dlgebra de tipo Dy:

>
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De aqui, y de la Observacidn 3.2.2 resulta que agregando solamente una flecha a cualquiera
de las édlgebras listadas en el Teorema 3.2.1, se obtienen extensiones triviales de tipo de re-
presentacién infinito. En efecto, las dlgebras que se pueden formar de esta manera siempre son
de tipo de representacién infinito, pues tienen un médulo proyectivo P tal que End(P) ~ T

Por ejemplo, para el dlgebra:

basta elegir P =P U AR I F I A,

Demostracion: (del teorema 3.2.1) Es claro que las extensiones triviales listadas en el
teorema son minimales y verifican la condicién n, > 3. Segtin el Teorema [HW], para probar
que cada una de las dlgebras I' enumeradas es de tipo de representacién finito e indicar su clase
de Cartan @, basta hallar un algebra A inclinada de tipo Dynkin @, tal que 7' (A) ~ T". Por
consiguiente, mostraremos a continuacién cémo obtener en cada caso el dlgebra A.

i) Para la extensién trivial:

El dlgebra A es inclinada de tipo Dynkin D5 pues, como podemos ver, el grafico de
Auslander — Reiten de A contiene una seccién completa de tipo D:

ii) Para la extension trivial:

Mostramos a continuacién que el grafico de Auslander ~ Reiten de A contiene una seccién
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completa de tipo D5, de donde resulta que A es inclinada de tipo Dynkin Ds:

v |
)
N
[
-
N
>

6l 5

Sy 1

ol 4"‘ 3

A es inclinada de tipo Dynkin Eg, pues, como se muestra a continuacién, el grafico de

Auslander — Reiten de A contiene una seccién completa de tipo Eg:
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vi)

vil)

viii)

A es cociente por una fuente de un algebra mansa oculta de tipo IEr,, correspondiente a
la clase (6) de la lista [H'V], en consecuencia, A es inclinada de tipo Dynkin y como
A/Ae; A es una subcategorfa convexa de tipo Dynkin Eg, de acuerdo con (iii), se tiene

que A es inclinada de tipo Dynkin F+.

Para la extension trivial:

A es cociente por una fuente de un dlgebra mansa oculta de tipo IE-,, correspondiente a la
clase (2) de la lista [HV], luego A es inclinada de tipo Dynkin y como A/Ae; A es una
subcategoria convexa inclinada iterada de tipo Dynkin K, ya que su extensién trivial es
isomorfa a la dada en (iv), concluimos que A es inclinada de tipo Dynkin Ey.

Para la extensidon trivial:

SAVAVAYAN

El 4lgebra A es cociente por una fuente de un dlgebra mansa oculta de tipo Es, corres-
pondiente a la clase (72) de la lista [HV], luego A es inclinada de tipo Dynkin y como
A/(e1,ez) es una subcategorfa convexa inclinada de tipo Dynkin Eg, se deduce que A es

inclinada de tipo Dynkin Esg.

Para la extension trivial:

b
f
h

F:a ! 6 A

3
4

E] 4lgebra A es inclinada de tipo Dynkin Eg, pues como se muestra a continuacion, e!
gréfico de Auslander — Reiten de A contiene una seccién completa de tipo Eg:




ix) Para la extensién trivial:

A es inclinada de tipo Dynkin E,, pues es ccciente por una fuente de un 4lgebra mansa
oculta de tipo E; correspondiente a la clase (12) de la lista [HV] y ademds A/Ae; A es
inclinada de tipo Dynkin Eg, segiin mostramos en (viii).

x) Para la extension trivial:

A es inclinada de tipo Dynkin E;, ya que es cociente por una fuente de un algebra mansa
oculta de tipo Ey, correspondiente a la clase (1) de la lista [HV] y ademds A/A ey A es
inclinada de tipo Dynkin Eg, de acuerdo a lo que se mostré en (iii).

xi) Para la extension trivial:

o @ A
= 1 54

A es inclinada de tipo Dynkin E», pues es cociente por una fuente de un Algebra mansa
oculta de tipo 7, correspondiente a la clase (11) de la lista [HV] y A/A e; A es inclinada

41

de tipo B¢, como vimos en (iv).

xii) Para la extensién trivial:

A g Al

A es inclinada de tipo Dynkin [E;, ya que es cociente por una fuente de un algebra mansa
oculta de tipo [Br, correspondiente a la clase {(11) de la lista [HV] y A/Ae; A es inclinada
de tipo Eq. de acuerdo a lo que se probd en (iv).

xiii) Para la extensién trivial:

A es inclinada de tipo Dynkin Eg, pues es cociente por una fuente de un algebra mansa
oculta de tipo Eg, correspondiente a la clase (71) de la lista [IV] y A/A e; A es inclinada
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xiv)

XV)

xvi)

Xvii)

de tipo Dynkin Er, segiin vimos en (ix).

Para la extension trivial:

i.’

A es inclinada de tipo Dynkin Eg, pues es cociente por una fuente de un lgebra mansa
oculta de tipo Eg, correspondiente a la clase (56) de la lista [HV] y A/Ae; A es inclinada.
de tipo Dynkin Er, de acuerdo con (ix).

Para la extensién trivial:

A es cociente por una fuente de un 4lgebra mansa oculta de tipo IEg, correspondiente a
la clase {96) de la lista [HV]. En consecuencia A es inclinada de tipo Dynkin y como
A/{es, e2) es inclinada de tipo Eg, segin vimos en (viil), concluimos que A es inclinada

de tipo Dynkin Eg.

Para la extensién trivial:

-
e
Hj
g
1
[ (=]

it

A es cociente por una fuente de un algebra mansa cculta de tipo ]Eg, correspondiente a la
clase (50) de la lista [HV]. Ademés A/{e1, e2) es inclinada iterada de tipo Dynkin Eg, ya
que su extensién trivial es isomorfa a la dada en (iv). De aqui resulta que A es inclinada

de tipo Dynkin Esg.

Para la extensién trivial:

1 \ ==

A es cociente por una fuente de un &lgebra mansa oculta de tipo ]Eg, correspondiente a
la clase (26) de la lista [HV]. Ademds A/Ae; A es inclinada de tipo Dynkin Er, segin
vimos en (vi). Se concluye entonces que A es inclinada de tipo Dynkin Eg.

1
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xviii)

Para la extension trivial:

El 4lgebra A es inclinada de tipo Dynkin s, pues es cociente por una fuente de un dlgebra
mansa oculta de tipo Es, correspondiente a la clase (24) de la lista [HV] y A/Aej A es

inclinada de tipo Dynkin Er, de acuerdo a lo visto en (xi).

Para la extensidn trivial:

A es cociente por una fuente de un algebra mansa oculta de tipo ]Eg, correspondiente a
la clase (44) de la lista [HV], en consecuencia A es inclinada de tipo Dynkin. Por otra
parte, la extensién trivial de A/Ae; A es el dlgebra opuesta de la dada en (vi), lo que
prueba que A/A ey A es inclinada iterada de tipo Er y de aqui resulta que A es inclinada
de tipo ;.

Para la extensién trivial:

A es inclinada de tipo Dynkin Er, pues es cociente por una fuente de un algebra mansa
oculta de tipo Er, correspondiente a la clase (12) de la lista [HV)] y ademéas A/Ae; A es
inclinada de tipo Dynkin Eg, segiin mostramos en (viii).

Para la extension trivial:

A es cociente por una fuente de un 4lgebra mansa oculta de tipo IEB, correspondiente a la
clase (33) de la lista [HV]. Como ademds A/(e1,e3) es una subcategoria convexa de A
inclinada de tipo Dynkin [Hg, se tiene que A es inclinada de tipo Dynkin Eg.
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xxii) Para la extension trivial:

1

A es'cociente por una fuente de un algebra mansa oculta de tipo IES, correspondiente a la
clase (70) de la lista [HV]. De aqui, A es inclinada de tipo Dynkin. Como la extensién
trivial de A/A ey A es isomorfa al dlgebra opuesta de la dada en (xi), se tiene que A/A e A
es inclinada iterada de tipo Dynkin Ey. Por lo tanto A es inclinada de tipo Dynkin Es.

Veamos ahora que la lista estd completa. Para ello probaremos que si ¢ es un diagrama que
no estd en la lista y I' = kQ/I es una extensién trivial minimal con rP/soc P indescomponible
y Mo = 3, entonces I' es de tipo de representacién infinito.

(1) Supongamos que n, = 3. Tenemos los siguientes subcasos:

(1a) Sea @ un diagrama que no estd en la lista tal que la interseccién de tres ciclos no
disjuntos cualesquiera de ¢} es un vértice.
Las condiciones impuestas y la Observacidn 3.2.3 implican que todos los diagramas

a considerar son de la forma:

y tienen al menos siete ciclos. Ahora bien, por la Observacion 3.1.1 basta probar
que el dlgebra I’ = kQ /I es de tipo infinito, donde () es:

En efecto, eliminando las flechas indicadas en & se obtiene el dlgebra A dada por el
diagrama con relaciones que sigue:

Como A es un dlgebra de la lista [HV] de tipo Eg, A es de tipo de representacién
infinito y de aqui, I' >~ 7T (A) también lo es.
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(1b) Supongamos que hay al menos tres ciclos no disjuntos que se cortan en un camino
de longitud mayor o igual que uno. Entonces el diagrama @ no considerado en la
lista, que tiene el menor nimero de vértices y satisface las condiciones impuestas es:

La extensién trivial dada por el mismo, con las relaciones correspondientes, es de

tipo de representacién infinito, pues es isomorfa a la extensién trivial del dlgebra
hereditaria de tipo Dy que mostramos a continuacién:

_>/

De acuerdo con la Observacidn 3.2.3, los restantes diagramas a considerar que no
aparecen en la lista y verifican las condiciones requeridas se obtienen de:

<

agregando un vértice de modo apropiado. Ellos son:

o QZ:@_

Las extensiones triviales I'y dada por @, y I's dada por (J, con las relaciones corres-
pondientes, son de tipo de representacién infinito, pues eliminando las flechas indi-
cadas en ()1 y ()2 se obtienen, respectivamente, las 4lgebras:

Ambas son algebras de tipo ]Es de la lista [HV]. Se concluye que que Iy y T son
de tipo de representacién infinito. Por otra parte, si a la extension trivial:

&

se le agrega un vértice, se obtiene un diagrama @) tal que la extensién trivial minimal

I' = kQ/I no satisface la condicién n, = 3.

El analisis precedente muestra que en el caso n, = 3, la lista estd completa.

(2) Sea ahora n, = 4. Como antes, separamos ¢l estudio en dos subcasos:
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(2a) Supongamos que @ no es un diagrama de la lista y que la interseccién de tres ciclos

cualesquiera de () es un vértice.

Entonces, con cuatro ciclos se tiene el diagrama @ :

Sea I' la extensién trivial dada por Q con las relaciones correspondientes. Eliminando
las flechas sefialadas, se obtiene el dlgebra A que sigue:

<X

Puesto que el dlgebra cociente A/Ae; A es de tipo Je representacién infinito, se
deduce que I' ~ T" (A) también lo es. o

Teniendo en cuenta la Observacién 3.2.3 y haciendo un sencillo analisis se ve que
los restantes diagramas a considerar, con a lo sumo ocho vértices son:

oy

Las extensiones triviales A; correspondientes, con 7 = 1,...,4, son de tipo de re-
presentacién infinito. En efecto, eliminando en cada caso las flechas indicadas se

obtienen, respectivamente, las 4lgebras:

.

A Ay Ayt 1 A,

& : LIS S

Para i = 1,2,4, A; es un 4lgebra de la lista [HV] de tipo E+. Por lo tanto A; es de
tipo de representacién infinito, y en consecuencia I'; ~ T (A;) también lo es. '
Como Az/Ag ey As es un dlgebra de la lista [HV] de tipo Ee, se tiene que As, ¥ por
lo tanto I'y ~ T (A3), son de tipo de representacién infinito.

Sea ahora I' una extensién trivial minimal con siete o més ciclos y que satisface
las condiciones pedidas, entonces @ tiene al menos nueve vértices y contiene como
subdiagrama a QJr,, donde I'; es una de las siguientes extensiones triviales listadas
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(2b)

Q

en el teorema:

De aqui es facll ver que si se elimina de cada uno de los ciclos orientados que no estdn
en Qr; exactamente una flecha no perteneciente a (er) pyen los restantes ciclos de
@r exactamente una flecha, se obtiene un algebra A, que contiene una subcategoria
convexa llena A’, con A’ inclinada iterada de tipo Dynkin Eg.

Supongamos por el absurdo que I' ~ T (A) es de tipo de representacién finito, luego
como @)y tiene al menos nueve vértices y I' no es de clase de Cartan A,,, se tiene que
A es inclinada iterada de tipo Dynkin ,, con n > 9. Esto es una contradiccién,
pues toda subcategoria convexa llena de un algebra inclinada iterada de tipo Dynkin
D,., es inclinada iterada de tipo Dynkin Ap, 6 By, con m < 7.

Supongamos ahora que ¢ no es un diagrama de la lista y que hay al menos tres ciclos
orientados no disjuntos en ¢ cuya interseccién es un camino de longitud mayor o
igual que uno. En estas condiciones, ¢} contiene como subdiagrama a

<

Un razonamiento similar al empleado en el caso previo, muestra que I' = kQ)/] ~
T (A), donde A contiene una subcategoria convexa llena A/, con A’ inclinada iterada
de tipo Dynkin HEg. Luego si el ndmero de vértices de ) es mayor o igual que nueve,
se tiene que A no es inclinada iterada de tipo D,,. Por otra parte, como n, # 1,
A no es inclinada iterada de tipo A,,. En consecuencia I' ~ T (A) es de tipo de
representacién infinito.

Sea ahora @, con a lo sumo ocho vértices. De acuerdo a la Observacién 3.1.1,

tenemos sélo que analizar los siguientes casos:

R T

Para cada 7 = 1,...,5, sea I'; la extensién trivial dada por (); con las relaciones
correspondientes. Mostraremos en cada caso un algebra A; de tipo de representa-
cién infinito tal que T (A;) ~ I'i, lo que prueba que I'; es de tipo de representacién

infinito.
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Para I'y, eliminando las flechas indicadas se obtiene el algebra:

.'- 1

A v

Ahora bien, A;/Aje; Ay es un élgebra de la lista [HV] de tipo Ds, lo que prueba
que A; es de tipo de representacién infinito.

La extension trivial I's es isomorfa a T'(A;), donde A, es el dlgebra dada por:

<D

Como A contiene el subdiagrama convexo lleno de tipo Dy:
resulta que A; es de tipo infinito.

Dada I's, si eliminamos las flechas sefialadas, resulta el dlgebra A3 dada por:

<>

La misma es un dlgebra de la lista [HV] de tipo s y por lo tanto es de tipo de
representacion infinito.
La extensién trivial I'y es isomorfa a T (A4), donde A4 estd dada por el siguiente

diagrama con relaciones:

Puesto que A4 contiene un subdiagrama convexo lleno de tipo Dy, que es:

N

concluimos que A4 es de tipo de representacion infinito.

Dada I's, si eliminamos las flechas sefialadas, se obtiene el dlgebra:

A
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Como As es un lgebra de la lista [HV] de tipo IET, As es de tipo de representacién

infinito.

(3) Supongamos que n, = 5 ¥ que @ no es un diagrama de la lista. Tenemos los signientes

stbcasos:

(3a) La interseccién de tres ciclos cualesquiera de ¢} es un vértice. Siel niimero de vértices

de @ es menor o igual que ocho, segiin la Observacion 3.1.1, sélo debemos analizar

los siguientes casos:

o 0,

Para i = 1,2, sea I'; la extensién trivial-dada por @); con las relaciones correspon-
dientes. Eliminando en ¢); las flechas indicadas se obtienen, respectivamente, las

algebras:

A Ay 1

: 2

A; es un élgebra de la lista [H'V] de tipo E; y Ao/Ase; Ay es un &dlgebra de la
lista [HV] de tipo Es. De aqui resulta que I'; y T's son de tipo de representacién
infinito.

Por otra parte, si el mimero de vértices de ) es mayor o igual que nueve, un razo-
nemiento totalmente andlogo al de los casos precedentes, muestra que la extensién
trivial I' = k@/I es de tipo de representacién infinito.

Supongamos que hay al menos tres ciclos orientados no disjuntos en @, cuya inter-
seccién es un camino de longitud mayor o igual que uno. De un modo totalmente
andlogo al caso (2b), se deduce que si el nimero de vértices de () es mayor o igual
que nueve, entonces la extensién trivial correspondiente es de tipo de representacién
infinito. Por la Observacién 3.1.1 resulta que con a lo sumo ocho vértices, tenemos

que estudiar dnicamente el siguiente caso:

La extensién trivial I' definida por @, con las relaciones correspondientes, es de tipo
de representacién infinito. Efectivamente, I' ~ T'(A), donde A se obtiene eliminando
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las flechas indicadas en @) y estd dada por el diagrama con relaciones siguiente:

Como A es un élgebra de la lista [HV] de tipo ]E7, resulta que I' es de tipo de

representacion infinito.

(4) Sea I' una extensién trivial minimal con rP/soc P indescomponible. Supongamos en
primer lugar que n, = 6. Entonces I' se obtiene agregando apropiadamente un vértice
a extensiones triviales minimales con n, = 5. De acuerdo a la Observacién 3.1.1, el
primer caso a estudiar es la extensién trivial dada por el diagrama:

B

con las relaciones correspondientes. Eliminando las flechas indicadas, resulta el algebra:

A -
y.

Como A es un algebra de la lista [HV] de tipo By, se tiene que A es de tipo de represen-
tacién infinito y en consecuencia, I' también lo es. De aqui y de la Observacién 3.1.1
resulta que todas las extensiones triviales minimales con rP/soc P indescomponible y
ne = 6 son de tipo infinito.

Sin, > 7, I' se obtiene agregando vértices a extensiones triviales minimales que verifican
ne = 6. El andlisis precedente y la Observacién 3.1.1 implican que I es de tipo infinito,

lo que completa la demostracién del teorema. J§

3.2.4 De clase de Cartan A,

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata del analisis efectuado en 3.2.1 y 3.2.2:

Corolaric 3.2.4. Sea I' una eztension trivial tal que vP/soc P es indescomponible pard todo
Imddulo proyectivo indescomponible P. Entonces, I' es de tipo de representacidn finito, de
clase de Cartan A, si, y sélo si, el diagrama ordinario de T’ tiene un unico ciclo.

3.2.5 De clase de Cartan Eg

Con la ayuda del Teorema 3.2.1 y del andlisis previo al mismo, es posible describir las ex-
tensiones triviales de tipo de representacién finito, de clase de Cartan Hg, con vP/soc P indes-
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componible, cualquiera sea P proyectivo indescomponible.

Corolario 3.2.5. Sea T’ una extensidn trivial tal que vP/soc P es indescomponible para todo
I“mddulo proyectivo indescomponible P. Entonces I es de tipo de represeniacidn finito, de
clase de Cartan By si, y sdlo si, el diagrama ordinario de I' es uno de los siguienies:

OOV W ey H

(1)

Demostracién: Sea I' una extensién trivial tal que P /soc P es indescomponible para todo
P. Ya vimos que si el diagrama de I es (1), (2), (5), (6) o (7), entonces I" es de tipo de repre-
sentacién finito de clase de Cartan Eg. Sélo resta analizar los casos (3) y (4), cosa que haremos

de manera analoga a la empleada en el Teorema 3.2.1.

Sean I' y A las dlgebras dadas, respectivamente, por:

6,1 2 p i
I W A 2
4
4 5
Es claro que eliminando de I' las flechas indicadas resulta el dlgebra A, que es inclinada de

tipo Dynkin Eg, pues como se muestra a continuacién, el grafico de Auslander — Reiten de A

contiene una seccién completa de tipo Eg:

En consecuencia, I' es de tipo de representacién finito de clase de Cartan Eg.

Por dltimo, sean I' y A las 4lgebras dadas, respectivamente, por:

Ahora bien, A se obtiene eliminando de I' las flechas indicadas, y es inclinada de tipo Dynkin
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Es, como se observa en su grafico de Auslander — Reiten:

luego I' es de tipo de representacién finito de clase de Cartan Ee.

Reciprocamente, supongamos que I es una extension trivial de tipo de representacién finito
de clase de Cartan B, con rP/soc P indescomponible para todo P. Resulta de lo estudiado
en 3.2.1y 3.2.2 que n, > 2 y que si n, = 2, se obtienen las dlgebras (1) y (2) de la lista.

Sea pues n, > 3. Agrandando los ciclos de la extensién trivial minimal de la forma:

NVANA

es facil ver que resultan las siguientes algebras:

SOV Y

Vemos que I's y I's corresponden a los casos (3) y (4) y afirmamos que I'; no es de clase de
Cartan Eg. En efecto, si eliminamos del diagrama de I'y las flechas indicadas:

{7

pero A; es un dlgebra inclinada de tipo Dynkin g, pues es cociente de un dlgebra mansa oculta
de tipo Dg de la lista [HV] por el ideal generado por una fuente y contiene una subcategoria

se tiene el dlgebra A, :

convexa inclinada de tipo Ds.

Si el diagrama de T tiene més ciclos, del Teorema 3.2.1 se sigue que I' es (5), (6) o (7), lo
que concluye la demostracién. |
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3.2.6 De clase de Cartan D,

Vamos a determinar ahora las extensiones triviales de tipo de representacién finito de clase de
Cartan D, con 7P/soc P indescomponible, cualquiera sea P proyectivo indescomponible.

Corolario 3.2.6. Sea T' una extension trivial tal que rP/soc P es indescomponible para todo
Tmdédulo proyectivo indescomponible P. Entonces I' es de tipo de representacion finito de clase
de Cartan D, si, y sélo si, el diagrama ordinario de I' es uno de los siguientes:

Demostracién:  Supongamos que I es una extensién trivial tal que rP/soc P es indescom-
ponible para todo P. De lo estudiado cuando n, = 2, resulta que los diagramas (1) y (2)
corresponden a extensiones triviales de tipo de representacién finito de clase de Cartan I;,.

\K/

Eliminando las flechas indicadas se obtiene el dlgebra A :

Sea I' dada por:

Ahora bien, A es inclinada de tipo Dynkin B, como puede verificarse construyendo el grafico
de Auslander — Reiten de A. En consecuencia, I' es de tipo de representacién finito de clase de
Cartan ID,,.

Por ultimo, sea ' :
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en este caso, eliminando las flechas indicadas tenemos el dlgebra A :

inclinada de tipo Dynkin D,, como puede verificarse construyendo el grafico de Auslander —
Reiten de A.

Reciprocamente, supongamos que I' es una extensién trivial de tipo de representacién finito
de clase de Cartan I, con +P/soc P indescomponible cualquiera sea P. Se sigue del andiisis
efectuado en 3.2.1 y 3.2.2, que n, > 2 y que si n, = 2, se obtienen las dlgebras (1) y (2). Si
en cambio n, > 3, podemos considerar los siguientes sub—casos:

i} Sihay exactamente tres ciclos, resulta del Teorema 3.2.1 que agrandando las extensiones

minimales que satisfacen todas las condiciones impuestas, se obtendré una de las siguientes

dlgebras:

La eliminacién de las flechas indicadas del diagrama de T, 7 = 2,3,4,5, produce las

algebras:

respectivamente. Observemos que

XX & &

son subcategorias convexas de A;, 7 = 2, 3,4, 5, respectivamente. M4as ain, cada una de
ellas es inclinada iterada de tipo Dynkin Eg, ya que sus extensiones triviales (casos (3),
(4), (8) y (2) del Corolario 3.2.5, resp.) son de tipo de representacién finito de clase de
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Cartan Eg. En consecuencia ninguna de las dlgebras Ay, ¢ = 2, 3, 4, 5, es inclinada iterada
de tipo Dynkin D, y por lo tanto, las dlgebras I'; correspondientes no pueden ser de clase
de Cartan D,,. Esto muestra que el 1inico caso posible es I';.

ii) Si hay exactamente cuatro ciclos en el diagrama de T', los casos a estudiar son:

En efecto, cualquier otro agrandamiento de una extensién trivial minimal con cuatro
ciclos, contiene un subdiagrama de la forma T's, T'3, I's 0 I's dadas en (i), que no son
de clase I,. De nuevo, las 4lgebras que resultan al eliminar en ¥ y en £j las flechas
indicadas contienen, respectivamente, las siguientes subcategorias convexas:

'

ambas son inclinadas iteradas de tipo Dynkin Eg, pues sus extensiones triviales son iso-
morfas a las 4lgebras (6) y (7) del Corolario 3.2.5, respectivamente. Esto muestra que
tanto £, como Xz no pueden ser de clase I,. Por consiguiente, la tinica posibilidad es
¥, que como ya vimos, es de tipo de representacién finito de clase Dy.

iif) Finalmente, observemos que cualquier agrandamiento de una extension trivial minimal
con cinco o més ciclos, contiene como subdiagrama a I's, T's, T'y, I's, L2 o bien M3. De
aqui resulta que no hay més extensiones triviales de tipo de representacién finito de clase
ID,, que cumplan las condiciones del enunciado y esto completa la demostracion. ]

3.2.7 De clase de Cartan [y

A continuacién nos ocuparemos de la clasificacién de las extensiones triviales de tipo de re-
presentacién finito de clase de Cartan Ey, con rP/soc P indescomponible para todo médulo
proyectivo indescomponible P. Hemos ya obtenido las que satisfacen la condicién n, = 2
(V. 3.2.2) y las que son minimales en el Teorema 3.2.1. Resta entonces, para completar la
clasificacién, determinar cudles de todos los agrandamientos posibles de las extensiones triviales
minimales de clase D,, 0 Eg, son de tipo de representacién finito de clase de Cartan Eor.

Corolario 3.2.7. Sea T una extension trivial tal que vP/soc P es indescomponible para todo
P. EntoncesT es de tipo de representacidn finito de clase de Cuartan Ey s1, y sdlo si, el diagrama
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ordinario de I' es uno de los siguientes:

@ ©) YY
(8)@ (9W (10)@ (nﬁb (12)
S AVAVAR TAVAVAR = (m)@ -
LYAVAVAN (19)@ (20) Ql):ﬁ @2

(23) ﬁ (24)@>3 (25) (26) en

Demostracién:  SeaI' una extensién trivial tal que rP/soc P es indescomponible para todo

D

7

160
35

&

&

P. Cuando estudiamos el caso n, = 2 vimos que las extensiones triviales (1), (2) y (3} son de
tipo de representacion finito de clase de Cartan E;. Por el Teorema 3.2.1, sabemos también
que (18), (19), (23), (24), (25), (26) y (27) son extensiones triviales minimales de clase de
Cartan E;. En cada uno de los casos restantes, indicaremos las flechas que se eliminan de
cada ciclo para obtener un dlgebra A inclinada de tipo Dynkin B, tal que 7' (A} = T'. De esta
manera, por el Teorema [HW], concluimos que I es de tipo de representacién finito de clase
de Cartan E+.

Para la extensién trivial (4):

A~ X/TeX, donde T es un dlgebra mansa oculta de tipo B, (lista [HV], clase 5) y el
idempotente e estd asociado a una fuente en (Js. De aqui resulta que A es inclinada de tipo
Dynkin @. Luego I' ~ T'(A) es de tipo de representacién finito de clase de Cartan Q. Ahora
@ = Ev, ya que @ # E; implica = A7 o bien @ = Dy, lo cual es imposible por los corolarios
3.2.4 y 3.2.6, respectivamente.

Para la extensidn trivial (5):
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Se tiene que A ~ L/XeX, donde ¥ es un algebra mansa oculta de tipo E; (lista [HV],
clase 14) y el idempotente e estd asociado a una fuente en Qx. Luego, como en el caso anterior,

resulta que A es inclinada de tipo Dynkin Er.

Para la extensién trivial (6):

A Z: [HV], clase 5

;

Para la extensién trivial (7):

I @ A {} % [HV], clase 2

Para la extensién trivial (8):

Z: {HV], clase 8§

@
-
L]

Para la extensién trivial (9):

I A z: [HV), clase 2

Para la extensién trivial (10):

: [HV], clase 5

L
R

Para la extensién trivial (11):

: [HV], clase 7

6
|

Para la extensién trivial (12):

Z: [HV], clase 1

i

Para la extensién trivial (13):

I M Al %: [HV], clase 5



Para la extensién trivial (14):

Para la extensién trivial (15):

5

Para la extensién trivial (16):

Para la extensién trivial (17):

Para la extensién trivial (20):

Para la extensién trivial (21):

Para la extensidn trivial (22):

Z: [HV], clase ¢

Z: [HV], clase 2

%: [HV], clase 3

Z: V. [HV], clase 2

Z: [HV], clase 18

. [HV], clase 17

Z: [HV], clase 13

Reciprocamente, supongamos que I’ es una extensién trivial de tipo de representacién finito

de clase de Cartan Er, con rP/soc P indescomponible para todo P. De los resultados obtenidos
en 3.2.1 y 3.2.2, se deduce que n, > 2y que si n, = 2, entonces I' es una de las dlgebras (1),
(2) o (3) de la lista.

Por otra parte, por el Teorema 3.2.1, sabemos que si ' es minimal y n, > 3, entonces el

diagrama de I" es (18), (19), (23), (24), (25), (26) o (27).

Para completar la demostracion, segtn se indicod, bastara considerar todos los agrandamien-
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tos (salvo dualidad) de las extensiones triviales minimales de clase ID,, o0 Es que constan de siete
vértices v determinar cusles de ellos son de tipo de representacidn finito de clase de Cartan Er.

Comenzamos con los agrandamientos de la extensién trivial minimal de la forma

NVANY

excluyendo aquéllos en los que el ciclo central es de longitud 3, que segin el Corolario 3.2.6

son de clase D,. Se tienen entonces las signientes posibilidades para I':

oA uvavi & SaTAVAV/

Se descarta el caso

RVAY

[}

pues se trata de un &lgebra de tipo de representacion infinito. En efecto, eliminando las flechas

Las restantes posibilidades corresponden a los casos (4}, (5), (6), (7), (8) o (9) de la lista.

indicadas se obtiene el dlgebra A :

que es inclinada de tipo Es.

Consideremos ahora los agrandamientos de la extensién trivial minimal de la forma:

X

Del Corolario 3.2.6 se sigue que el diagrama (10) de la lista es el tinico posibile para I'.

A continuacién, pasamos a describir los agrandamientos de la extension frivial minimal de

AVAY

la forma:

que constan de siete vértices:

o 250 NN NN

Como se mostré previamente, todas ellas son extensiones triviales minimales de tipo de repre-
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sentacion finito de clase de Cartan Ey.

Sea ahora la extensién trivial minimal con la siguiente forma:

&

Agrandando los ciclos de la misma, es facil ver que resultan las siguientes dlgebras:

) e
& & <

El dltimo diagrama corresponde a un dlgebra de tipo de representacién infinito, pues la sub-

categoria

es convexa de tipo euclideano Ds.

Las dlgebras restantes son extensiones trivialzs de tipo de representacién finito de clase de

Cartan [Er, como se ha visto.

Quedan por estudisr los agrandamientos de la extension trivial minimal cuyo diagrama tiene

la siguiente forma:

Tenemos las siguientes posibilidades para I :

| VANENVAN
\VAVARRVAV

Nuevamente, excluimos la tltima opci6n, por ser de tipo de representacién infinito. M4és pre-

cisamente, se trata de la extensién trivial del dlgebra

que es mansa oculta de tipo Eg. La demostracién del corolario ests completa.

Observacion 3.2.8. De acuerdo a lo demostrado previamente, las siguientes dlgebras son exten-
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siones triviales de tipo de representacién infinito:

Por esta razén, no es necesario estudiar aquéllas dlgebras T', tales que para algin Imédulo
proyectivo P, Endp(P) =T

3.2.8 De clase de Cartan Eg

Nos dedicaremos en esta seccién a clasificar las extensiones triviales de tipo de representa-
cién finito de clase de Cartan Eg, con 7P/soc P indescomponible para todo médulo proyectivo
indescomponible P. Ya hemos considerado las que satisfacen la condicién n, = 2 en 3.2.2 y
las que son minimales en el Teorema 3.2.1. Basta entonces, para completar la clasificacior,
considerar todos los agrandamientos de las extensiones triviales minimales de clase ID,,, g 6 [
que tienen ocho vértices y decidir cudles de ellos son de tipo de representacién finito de clase
de Cartan [Eg.

Corolario 3.2.9. Sea I' una eztension trivial tal que rP/soc P es indescomponible para todo
P. Entonces I es de tipo de representacion finito de clase de Cartan Eg si, y solo si, el diagrama
ordinario de I’ es uno de los siguientes:

/—:\ @ /45\ (3)@ (4@ 6 (6)<2§> (7)@
(14)@ (1s) (16 Z&b an &ﬁ (18) (19

(30)/VV\ CVAVAVAN (32)6 (33) g (34)@ (35)

(1

Nt

S

be

<&

36



(36)

&
3

(37)@ (38)@ (39)é. (40)% (41)

(54) (55)@3 (ﬁ)@ (57)
(60)& (él)g (62)g (63} (643

(66)%\ (67) (68@ (69& (7@@5{71)

Demostracién:  Sea I' una extensién trivial tal que P /soc P es indescomponible para todo

(42)

&

(48)

4
3

(53) (58)

P
3

%

(59)

3
2

(65)

@>

(72)

:
&

I'-médulo proyectivo indescomponible P. Vimos al estudiar el caso n, = 2 que las extensio-
nes triviales (1), {(2) y (3) son de tipo de representacién finito de clase de Cartan Eg. Por el
Teorema 3.2.1 sabemos también que (31), (64), (65), (66), (67), (68), (69}, (70), (74) y (75)
son extensiones triviales minimales de clase de Cartan Es. En cada uno de los casos restantes
indicaremos las flechas que se eliminan de cada ciclo de Qr para obtener un §lgebra A inclinada,
de tipo Dynkin Eg, tal que T'(A) ~ I". De aqui, aplicando el Teorema [HW] resulta que I" es

de tipo de representacién finito de clase de Cartan Eg.

Para verificar que cada algebra A de las mencionadas es inclinada de tipe Dynnkin Eg
usamos la misma técnica que la empleada en el Corolario 3.2.7. Més precisamente, mostramos
que A~ /T e L, donde ¥ es un algebra de la lista [HIV] de clase Eg y el idempotente e est4
asociado a una fuente en Q. En consecuencia, A es inclinada de tipo Dynkin ), de donde T (A)
es de tipo de representacién finito de clase de Cartan (). Ahora bien, por el Corolario 3.2.4
y el Corolario 3.2.6, se tiene que ¢} = Eg.

Para la extensién trivial (4):

r: W Al Z: [AV], clase 77
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Para la extensién trivial (5):

Para la extensién trivial (6):

3
>

Para la extensién trivial (7):

Para la extensién trivial (8):

?
g

;

Para la extensién trivial (9): -

5
/

Para la extensién trivial (10):

Para la extensién trivial (11):

Para la extensién trivial (12):

;

Para la extensién trivial (13):

88

Z: [HV], clase 8

T: [HV], clase 35

X: [HV], clase 8

Z: [HV], clase 15

Z: [HV], clase 2

Z: [AV], clase 18

Z: [BV], clase 42

Z: [FV], clase 60

Z: [HV], clase 3



Para la extensidn trivial (14):

Z: [HV], clase 58

Para la extensién trivial (15):

Z: [HV], clase &

;

Para la extensién trivial (16):

T &7 A 2: [HV), clase 42

Para la extension trivial (17):

Para la extensién trivial (18):

Z: [HV], clase |

a3
il
]

%: [HV], clase 35

Para la extensién trivial (19):

T: m A T: [HV], clase 13

Para la extensién trivial (20):

I: w A: X: [HV], clasc 21

Para la extension trivial (21):

: &7 A Z: [HV], clase 27

Para la extensién trivial (22):

Z: [HV], clase 47

%}
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Para la extensién trivial (23):

T A %: {HV], clase 32

Para la extensién trivial (24):

r: m A %: [HV], clase 30

Para la extensién trivial (25):

r:m wp

Para la extensién trivial (26):

& m T Z: [HV], clase 35

Para la extensién trivial (27):

r:m A:

Para la extensi6n trivial (28):

Para la extensién trivial (29):

T Z;Sg;z}i A %: [V, clase 63

Para la extensién trivial (30):

I f ; K g ; \ Al Z: [HV], clase 28

Para la extensién trivial (32):

g}

: [BV], clage 63

[ne]

: [HV], clase 29

Z: [HV], clase 38

Z: [HV], clase 42
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Para la extensién trivial (33):

Z: [BV], clase 15

Para la extensién trivial (34):

I @ A: Z: [HV], clase 3

Para la extensién trivial (35):

I @ AT i [HLV], clase 5

Para la extensién trivial (36):

i [HV), clase 4

Para la extensién trivial (37):

Z: [HV], clase 15

Para la extensién trivial (38):

Z: [HV], clase 2

N

Para la extensién trivial (39):

Z: [HV], clase 18
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Para la extensién trivial (40):

A - Z: [HV], clase |

;

Para la extensién trivial (41):

: [HV], clase 99

-

Para la extensién trivial (42):

: [HV], clase 13

2
>
™

Para la extensién trivial (43):

@ I 5: [AV], clase 35

Para la extensién trivial 44 :

) Z: [HV], clase 35
Para la extensidn trivial (45):

r: A: ¥ [HV], clase 27
Para la extensién trivial (46):

I Az l T: [HV], clase 34

Para la extensién trivial (47):

: [HV], clase 14
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Para la extensién trivial (48):

5

Para la extensién trivial (49):

.
=
}

Para la extensidn trivial (50):

&

Para la extensién trivial (51):

i
e

Para la extension trivial (52):

Para la extension trivial (53):

Para la extensién trivial (55):

93

L: [HV], clase 46

Z: [HV], clase 53

Z: [HV], clase 25

. [HV], clase 33

Z: [HV], clase 34

Z: [HV], clase |

2 [HV], clase 1

Z: [HV], clase 13



Para la extensién trivial (56):

>

Para la extensién trivial (57):

Para la extensién trivial (58):

3
:

Para la extensién trivial (59):

Para la extensién trivial (60):

t
|

Para la extensién trivial (61):

N

Para la extensién trivial (62):

73
=

Para la extensién trivial (63):

<6
:
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% JHV], clase |3

Z: [HV], clase 6

Z: [BV], clase 47

¥: [HV], clase 26

= [HV], clase 21

Z: [HV], clase 6

Z: [HV1, clase 36

Z: [HV], clase 74



Para la extensién trivial (71):

=

Para la extensién trivial (72):

Z: [HV], clase 76

r: A l X: [HV], «lase 75

Para la extensién trivial (73):

% ___- %: [HV], clase 73

Para la extensién trivial (76):

Para la extensién trivial (77):

I: A I { T: [HV], clase 36

Vamos a probar que estas algebras son las tnicas extensiones triviales de tipo de represen-

Z: [HV], clase 7

tacién finito de clase de Cartan Es que verifican la condicién P /soc P indescomponible para
todo P. Para ello, basta ver que los restantes agrandamientos de las extensién trivial minimales
de clase I, Eg 0 E7r que constan de ocho vértices, son de tipo de representacién finito de clase
de Cartan Dy o bien, de tipo de representacién infinito. Las extensiones triviales de tipo de
representacion finito de clase g han sido estudiadas en 3.2.6, luego podemos omitir los casos
correspondientes a dichas extensiones triviales y mostrar que los restantes determinan siempre

algebras de tipo infinito.

(a) Dada la extensién trivial de la forma:

NVAS
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debemos probar que las siguientes &lgebras son de tipo infinito:

De la Observacién 3.2.8 resulta que I's, I'y v T'7 son de tipo de representacién infinito.

Mostramos a continuacién que I', T'y, T's v T's son extensiones triviales de

As: Ay > Ay /

respectivamente. Aj, A2, As y Ag son algebras inclinadas de tipo E,, incluidas en la

lista [FIV], y en consecuencia I'1, I'y, I's y T's son de tipo infinito.

(b} Consideremos la extensién trivial de la forma:

Veamos que las dlgebras

son de tipo de representacién infinito. En efecto, por la Observacién 2.2.8 sabemos que

Ty es de tipo de representacién infinito, en tanto que I'y es la extensién trivial del algebra
A dada por el siguiente diagrama con relaciones:

Ahora bien, A contiene una subcategoria convexa de la lista [HV], a saber:

luego, A es de tipo de representacién infinito, y por lo tanto I'; también lo es.

(c) En el caso de la extensién trivial de la forma:

YAVANS
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(d)

(e)

probaremos que son de tipo infinito los siguientes agrandamientos:

I'y, Ty y I's corresponden, respectivamente, a extensiones triviales de las siguientes élge-
bras de la lista [HV]:

r,:

I’y es de tipo infinifo, pues se trata de la extensién trivial del dlgebra

v la misma contiene una subcategoria convexa llena de tipo euclideano 156. Finalmente,
de la Observacion 3.2.8 resulta que I'; es de tipo de representacién infinito.

%

Dada la extension trivial minimal de la forma:

verificaremos que es de tipo de representacién infinito el dlgebra T :

para ello, eliminaremos las flechas indicadas con “//”, se obtiene asf el dlgebra A dada

por el siguiente diagrama con relaciones:

De acuerdo con la lista [FIV], A es de tipo de representacién infinito , de donde T’ o T (A)
es de tipo infinito.

Ahora consideremos la extensién trivial minimal de la forma:

<
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Veremos que son de tipo de representacién infinito las extensiones triviales que siguen:

e

Mostramos a continuacién las #lgebras Ay, Az, Az y A4 que se obtienen eliminando las
flechas indicadas en cada caso, y para cada una de ellas un subdiagrama convexo lleno
de tipo g

Al Ay

(f) Cuando la extensién trivial minimal es de la forma:

&

mostraremos que son de tipo de representacién infinito las extensiones triviales:

Eliminando de I'; las flechas indicadas, se obtiene el dlgebra:

A s

que es mansa oculta de tipo ]E-r, y por lo tanto, de tipo de representacién infinito, luego
'y =~ T(A;) es de tipo infinito. De la Observacién 3.2.8 resulta que I'p es de tipo de

representacion infinito.

(g) Sea ahora la extensién trivial minimal de la forma:

\Vave
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Debemos probar que las siguientes dlgebras son de tipo de representaciéon infinito:

I'y, Iy, 'y y I'g corresponden a extensiones triviales de algebras inclinadas de tipo Er en
la lista [HV], que llamaremos A, Ay, Ay v Ag, respectivamente. Estas dlgebras son de
tipo de representacién infinito y se listan a continuacién:

I's y I's son de tipo de representacion infinito, ya que corresponden a extensiones trivia-

les de algebras Az y Ag que contienen un subdiagrama convexo lleno de tipo Iﬁs y 1157,
respectivamente, en efecto:

Analizamos I's y I'y. Al eliminar las flechas sefialadas se obtienen, respectivamente, las

dlgebras:

Como As/As eq As y Ag/Ag ey Ag son dlgebras mansas ocultas de tipo IES, entonces As y
Aq son de tipo de representacién infinito, luego I's ¥ I'y también lo son. Por dltimo, de la
Observacién 3.2.8 resulta que I'7 es de tipo de representacion infinito.

Consideremos la extensién trivial minimal de la forma:

avave

Veamos que los siguientes agrandamientos son de tipo de representacién infinito:

A continuacién, mostramos las dlgebras Ay, As v Az que se obtienen eliminando las
flechas indicadas en cada caso, y para cada una de ellas un subdiagrama convexo lleno
de Ia lista [HV]. De aqui se sigue que las extensiones triviales I', I'; y Iy son de tipo de
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(1)

L,

representacién infinito:

m e I oy M R R e &

Dada la extensién trivial minimal de la forma:

VAN

Probaremos que son de tipo de representacién infinito los agrandamientos que siguen:

Ahora bien, Ty, Iy y '3 son de tipo infinito, porque corresponden a extensiones triviales
de Algebras mansas Aj, As y As, ocultas de tipo Er:

A Ay . Ay

En tanto que Ty corresponde a la extensién trivial del dlgebra A4 dada por el siguiente

diagrama con relaciones:

A .'_.___a

Como Ay/A4 e, Ay es mansa oculta de tipo ]E'y, resulta que A4 es de tipo infinito, de donde

T's también lo es.

Para la extensién trivial minimal de la forma:

v

tenemos que demostrar que las siguientes extensiones triviales son de tipo de representa-

cién infinito:

Para ello, indicamos las lgebras A;, A2 y A3 que se obtienen eliminando las flechas
sefialadas, y para cada una de ellas un subdiagrama convexo Ileno de la lista [HV], lo
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que nos permite deducir que I'y, I's y I's son de tipo infinito:

Para la extension trivial de la formas:

&

mostramos que son de tipo de representacién infinito lus siguientes agrandamientos:

r: F:

Al eliminar las flechas sefialadas, se obtienen las 4lgebras I'; y T'g, respectivamente, dadas

por los siguientes diagramas con relaciones:

Ap: Ay bl

Tenemos que el cociente A;/A; e, A; es un dlgebra mansa oculta de tipo ﬁs, mientras
que Aa/As ey As es mansa oculta de tipo Eg. En consecuencia A; y As, y por lo tanto I'y
y 'y, son de tipo de representacién infinito.

Finalmente, dada la extensién trivial minimal de la forma.:

Pav

vamos a ver que las siguientes dlgebras son de tipo de representacion infinito:

Iy corresponde a la extensién trivial T (A), donde A es:

el cociente A/A e, A es un dlgebra de la lista [HV], se deduce as{ que T (A) es de tipo de
representacion infinito. Resta verificar que I'y es de tipo de representacién infinito. Esto
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es asi porque el algebra:

obtenida eliminando de T'; las flechas indicadas, pertenece a la lista [HV].

La demostracién del teorema est4 completa. J

3.3 Extensiones triviales de tipo de representacion finito
tales que el maximo niimero de sumandos de rFP/soc P

es dos

El objetivo en esta seccién es clasificar las extensiones triviales de tipo de representacién fini-
to tales que el méximo nimero de sumandos directos indescomponibles de rP/soc P es dos,
cualquiera sea P proyectivo indescomponible.

Es claro que si I' es una extensién trivial con la propiedad mencionada, existe al menos un
vértice a en Qr que posee exactamente dos clases de congruencia de ciclos en C,. Més adn,
la siguiente proposicién muestra que si I' es de tipo finito, entonces alguna de estas dos clases
tiene un sdlo elemento.

Proposicién 3.3.1. Sea I' una extensidn trivial de tipo finito. Si C1,Cy € C, son ciclos no
congruentes, entonces la clase de congruencia de alguno de ellos es un conjunto unitaro.

Demostracién:  Supongamos por el absurdo que existen ciclos C}, Cj € C, tales que C; R (1,

CiRCy, con Cf # Cy y C # Ca.

Elegimos en la clase de congruencia de C; un ciclo C' tal que la interseccién de C; con C
sea maximal. De manera ansloga, tomemos un ciclo C’ en la clase de congruencia de Cs.

Sea P la suma de todos los Imédulos proyectivos indescomponibles Py, donde
ke (CLuCuCul),. Consideremos el dlgebra & = Endr(P), entonces @z es uno de
los diagramas siguientes:

Sea Qs el diagrama (1). Eliminando en los ciclos orientados de Qy las flechas que llegan al
vértice a, resulta que ¥ es la extensién trivial del dlgebra A’ = £Q’, donde Q' es el siguiente
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diagrama, de tipo euclideano D,.:

De aqui, ¥ es de tipo infinito, contradiciendo la hipdtesis.

Supongamos ahora que @z es el diagrama (2). En este caso, eliminando las flechas con
origen en a, se obtiene el dlgebra A’ dada por el digrama con relaciones:

Como A’ contiene una subcategoria convexa llena de tipo ﬁn, es de tipo de representacién
infinito y por lo tanto, ¥ es de tipo infinito, lo cual es una contradiccién. §

Teniendo en cuenta la proposicién anterior, es natural comenzar estudiando las extensiones
triviales I' de tipo de representacién finito tales que el mdximo numero de sumandos directos
indescomponibles de rP/soc P es dos, y que satisfacen la condicién:

i) Para todo vértice a en Qr, cada clase de congruencia de ciclos en C, tiene un sélo elemento.

Sabemos ademés, por el Lema 3.1.12 que tales extensiones triviales verifican la siguiente

condicién:

i) Si Cy,Cy,...,C, conl > 3 son ciclos orientados en Qr tales que C1NCy # @, CoNCs # 0,
ey CiiNCy £ 0, entonces C;NCy = 0.

3.3.1 De clase de Cartan A,

El siguiente resultado muestra que las extensiones triviales tales que el maximo ndmero de
sumandos directos indescomponibles de vP/soc P es dos y que satisfacen las condiciones i) y
ii) enunciadas, son precisamente las extznsiones triviales de tipo de representacién finito de
clase de Cartan A, que poseen al menos dos ciclos orientados, salvo reordenamiento de flechas.

Teorema 3.3.2. Sea ' una extension trivial tal que el mdzimo nimero de sumandos direc-
tos indescomponibles de vP/soc P es dos para todo T-médulo proyectivo indescomponible P.
Entonces T' es de tipo de representacidn finito de clase de Cartan A, si, y solo si, satisface las

siguientes condiciones:

i) Para todo vértice a en Qr, cada clase de congruencia de ciclos en C, tiene un sélo ele-

mento.
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ii) 8 Cy,Cy...,Ch son ciclos orientados en Qr tales qgue C1 N Gy # 0, ConCs#90, ...,
Ci_1NC; # B, entonces C;NCy = 0.

Demostracion: Sea I' de tipo de representacién finito de clase de Cartan A, tal que
el méximo niimero de sumandos directos indescomponibles de rP/soc P es dos para todo
médulo proyectivo indescomponible P. Resulta del Teorema [HW] y del Teorema 3.1.10
que T' ~ T'(A), donde A es un ramo truncado de longitud n. Esto implica que I' satisface las
condiciones i) y ii) del enunciado. En efecto:

e Cada camino maximal de a—flechas (§-flechas) determina un ciclo orientado.

e Los ciclos determinados por caminos maximales de a—flechas (f-flechas) son disjuntos

dos a dos.

e Siun camino de a—flechas y un camino de f—flechas se cortan, lo hacen en un dnico punto.
Fn ese caso, si los caminos son maximales, los ciclos determinados no tienen flechas en

comn.

Reciprocamente, sea I una extensién trivial que satisface las condiciones i) y ii). Mostrare-
mos por induccién en el niimero m (salvo reordenamiento de flechas) de ciclos orientados de I
que existe un 4lgebra A inclinada de tipo Dynkin A, tal que I' =T (A) como k—dlgebras.

Es sencillo ver la validez de lo afirmado para m = 2. Sea m > 2 y supongamos que el
resultado es valido para extensiones triviales con m — 1 ciclos orientados, que satisfacen i) y ii).
Sea entonces I' con m ciclos. Por i) podemos elegir un ciclo C no disjunto con un tnico ciclo
C’. De i) resulta que C N C’ es un vértice, digamos b.

Consideremos la extensién trivial IV dada por todos los ciclos de T', excepto €. Por la
hipétesis inductiva, se tiene que I' ~ T (A’) como k—dlgebras, donde A’ es inclinada de tipo
Dynkin A,,. M4s precisamente, A’ es un ramo truncado de longitud n' en un vértice, que
podemos llamar o/. Ademds, a’ # b, ya que b en Qv pertenece solamente a (.

Por otra parte, b pertenece a un camino de a—flechas (f—flechas) en A, pues de lo contrario,
b estarfa en dos ciclos de I”. Si b pertenece a un camino de a—flechas {f-flechas) en Qu, se
elimina del ciclo €' la flecha que llega al (corresp. sale del) vértice b.

Se obtiene, en cualquier caso un 4lgebra A que es inclinada de tipo A,, ya que al igual que
A, es un ramo truncado en o’ que se diferencia de A’ en las long (C) — 1 flechas agregadas en

el vértice b. |

Como consecuencia inmediata del Teorema 3.3.2 y del Corolario 3.2.4, tenemos la si-

guiente observacion:
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Observacion 8.5.3. Sea T' una extensién trivial de tipo de representacion finito de clase de
Cartan A,, z un vértice de @ y supongamos que z estd en un tnico ciclo orientado (salvo
reordenamiento de flechas). Entonces I' = T'(A), donde A es un ramo truncado en z y = es un

pozo en A.

Esta afirmacion resulta de la demostracién del Teorema 3.3.2, si en la misma el ciclo C
se elige con la propiedad adicional de ser distinto del ciclo que contiene a z, si m > 2.

Damos a continuacién una definicién que nos resultaréd util. Cabe destacar que la nocién
que introducimos se corresponde con el concepto de agregar un ramo truncado dado por Ringel

y que mencionamos en la Definicién 3.1.7.

Definicién 3.3.4. Dada I' = kQ/I una extensi6n trivial, ay,...,a vértices distintos en Qg
y N1,...,7; nimeros naturales. Sea IV = kQ /INEQ una extension trivial, donde @' es
subdiagrama lleno de ). Ademds, para cada 7 = 1,...,!, consideremos subdiagramas llenos
Qo; de @ ysea Ty, = kQy; / I'NkQ,; . Diremos que I se obtiene de I agregando extensiones
triviales T, de tipo de representacién finito de clase de Cartan A, en a;,conj=1,...,[, si
se verifican las siguientes condiciones:

i) Para cada j = 1,...,], Ty, es una extensién trivial de tipo de representacién finito de
clase de Cartan A,,.

i) Qo=@QpU(Qa)oU - U(Qa)y y se verifica, para j = 1,...,1:
Q,‘Jn (Q“J')Oz{a'j} Y (QG{)OQ(Qaj)():@ si ‘1.753
iii) I estd generado por I N kQ' y por los ideales N kQ,

Ejemplo 3.8.5. Sea @ ¢l diagrama

/3\/\
! \/2 5
4
y I' = kQ/I la extensién trivial correspondiente. Consideremos los siguientes subdiagramas
llenos de @ :

Q':12 y
N

Es claro que si IV = k@' /I NkQ' y I = kQ"/I N kQ" son las extensiones triviales correspon-
dientes, entonces I se obtiene de I agregando la extensidn trivial I de tipo de representacion

finito de clase de Cartan As en el vértice 2.

o 2Q5
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Observacidon 8.9.6. Mostraremos aqui que son de tipo infinito las extensiones friviales I' que
se obtienen de las dadas en 3.2.8 agregando, para i =1, ..., extensiones triviales I',, de tipo
de representacién finito de clase de Cartan Ay, en el vértice a;. En efecto, supongamos por
el absurdo que I' = kQ/I es de tipo finito. Luego I' es de clase de Cartan D, con n > 9.
Sea (' un subdiagrama lleno de @ tal que la extensién trivial I' = kQ'/I NkQ' es de tipo de
representacién finito de clase de Cartan Eg con v P/soc P indescomponible para todo 'médulo

proyectivo indescomponible P.

En @', eliminamos flechas ey, ..., €, exactamente una por cada ciclo orientado. Para i =
1,...,1, eliminamos en I',, flechas apropiadas a fin de obtener un ramo truncado A,; de longitud
n;, con a; pozo en A,,. De este modo, se tiene un dlgebra A inclinada iterada de tipo Dynkin D,
puesto que T (A) = I'. Por construccién, el cociente A’ = I"/{e1,..., €5} es una subcategoria
convexa llena de A. Ademds, A’ es inclinada iterada de tipo Eg, lo cual es una contradiccion.

Proposicién 3.3.7. Sea I' una extension trivial tal que el mdzimo nidmero de sumandos di-
rectos indescomponibles de TP /soc P es dos, para todo P proyectivo indescomponible. SiT es
de tipo de representacion finito de clase de Cartan Q, con Q # An, entonces I' se obtiene de
alguna extension trivial T' de las dadas en 3.2.5, 3.2.6 y 3.2.7 agregando extensiones triviales
T, de tipo de representacidn finito de clase de Cartan Ay, en el vértice a;, parai=1,...,L

Demostracién:  Es consecuencia inmediata de la Proposicién 3.3.1 y del Lema 3.3.8

que enunciamos a continuacién. [

Lema 3.3.8. Sea I’ = kQr/I una extensién trivial, donde Qr es de la siguiente forma:

C}(:CJ

En el diagrama, Ci,. .., Cy son todos los ciclos orientados no nulos en I’ (salvo reordenamiento
de flechas), a # b, ¢ # d. Ademds, para 2 <1< k—2, CiNCip1 = {b;}, con b; # b; sii # 7.
Fntonces, ' es de tipo de representacidn infinito.

Demostracién:  Si b = bg, elegimos en C) y C; las flechas que llegan al vértice a y el camino
de a en b, en C5 el camino de by en by, y asi siguiendo hasta llegar al vértice by_». Es facil ver
que asf se obtiene uno de los siguientes diagramas sin relaciones:

(a) S e p—— .. o e e e —
~"a b=b, by by by by,
Sy S - e e
(®) ~a b=b, b, by by bya

Analizaremos el caso (a), pues (b) se estudia de modo andlogo. Si ¢ = b2, seleccionamos
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tanto en C' = Cj_1 como en C’ = C}, la flecha que llega al vértice c. Resulta asi el subdiagrama
@' de Qr que mostramos a continuacion:

~"a  b=b, b, b, by, Bya>

Luego, el dlgebra k@' es de tipo infinito, y como ademds k@) es cociente de I', tenemos que T
es de tipo de representacién infinito.

Si en cambio, ¢ # by_p, tomamos en el ciclo C el camino d — bg_p, en C' la flecha que
sale del vértice d y la flecha que llega a d y es comtn a ambos ciclos. Se tiene entonces el
subdiagrama de tipo Dy,:

S~ L .. — e " ad
~a b=b, b, b, by, b, d

y como antes, concluimos que I es de tipo de representacién infinito.

Finalmente, si b # by, se muestra que I' es de tipo de representacién infinito argumentando
de manera similar. |

De acuerdo a lo visto, para completar la clasificacién, debemos estudiar las extensiones
triviales que se obtienen de las dadas en 3.2.5, 3.2.6 y 3.2.7 agregando extensiones triviales
de tipo de representacién finito de clase de Cartan A, y determinar cudles de ellas son de tipo’
finito.

3.3.2 De clase de Cartan Eg

Nos ocuparemos aqui de dar la lista de todas las extensiones triviales de tipo finito de clase de
Cartan Eg en las cuales el maximo niimero de sumandos directos indescomponibles de rP/soc P

es dos.

Teorema 3.3.9. Sea I' una extensidn trivial tal que el mdzimo nimero de sumandos directos
indescomponibles de vP/soc P es dos, para todo P proyectivo indescomponible. Entonces I' es
de tipo de representacion finito de clase de Cartan Eg si, y solo si, el diagrama ordinario de T’

& B

(6) M

es uno de los siguientes:

(1) @ ) )

Demostracién:  Para cada dlgebra I' de la lista, mostramos a continuacién un algebra A
inclinada de tipo Dynkin Eg tal que T (A) == ['. Luego, por el Teorema [HW], I es de tipo
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de representacién finito de clase de Cartan Eg. Como antes, indicamos con “//”las flechas que

se eliminan de cada ciclo de ' :

(1) M/ A (2)\5/‘? A

-~
L8]
g
-

(4) A ] (5) A

{4
15

© & A)< M~ VA A

Reciprocamente, sea I' una extensién trivial de tipo de representacién finito de clase de
Cartan Eg, en la cual el méximo ndmero de sumandos directos indescomponibles de +P/soc P
es dos. En particular, se verifica que el ntimero de vértices de Qr es seis, y I tiene al menos dos
ciclos no congruentes en algin vértice a. De aqui, es ficil ver que todas las extensiones triviales
" dadas por subdiagramas llenos de Qr y que verifican la condicién rP’/soc P’ indescomponible
para todo ["—médulo proyectivo indescomponible P’ son las siguientes:

N >N vavy

'Si Qr contiene a Qry, entonces, teniendo en cuenta el numero de ciclos y lag condiciones

impuestas, resulta que I s6lo puede ser una de las siguientes dlgebras:

() » (© (@

(@ ) @

Ahora bien, los casos (a), (b), {c), (d) y (e) corresponden a extensiones triviales de tipo de
representacién finito de clase de Cartan Dg, mientras que, como ya hemos visto (f) v (g)
corresponden a extensiones triviales de tipo de representacién finito de clase de Cartan Ee.
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Para completar nuestro estudio debemos analizar las dlgebras que se obtienen agregando un
ciclo de longitud dos a los diagramas de I'j; ¢ = 2, 3, 4. Tenemos entonces la siguiente lista:

® G 0 ® <><> o @
('”)é ) % Oj > (O)B&/ ne ~7

Ya mostramos que (h), (i), (m), (n) y (o) corresponden a extensiones triviales de tipo de

representacion finito de clase de Cartan Eg y satisfacen las condiciones requeridas.

Los casos restantes son extensiones triviales de tipo de representacién finito de clase de
Cartan Dg. En efecto, cada una de las dlgebras siguientes es inclinada de tipo Dynkin Dg v sus
extensiones triviales son (j), (k), (1) y (p), respectivamente:

A A Q_._,% A,:-'_l_> A,

1

Con esto, la demostracion est4 completa. |

3.3.3 De clase de Cartan D,

Esencialmente, probaremos a continuacién que las extensiones triviales de tipo de represen-
tacion finito de clase de Cartan B, para las cuales el maximo nimero de sumandos directos
indescomponibles de rP/soc P es dos, se obtienen de las dadas en 3.2.6 agregando en ciertos
vértices extensiones triviales de tipo de representacién finito de clase de Cartan A,,, donde
n; < n. En lo que sigue, indicaremos a tales vértices con “00”. Comenzamos nuestro estudio
con la siguiente observacion:

Observacion 3.3.10. Es importante notar que las extensiones triviales I' de tipo finito que se
obtienen de las dlgebras [ dadas en 3.2.5 y 3.2.7 agregando extensiones triviales de tipo de
representacion finito de clase de Cartan A, son de clase de Cartan @, con @) # D,,.

En efecto, supongamos que la extension trivial T es de tipo de representacién finito de clase
de Cartan @ y se obtiene de un dlgebra [ de las mencionadas, agregando extensiones triviales
I',; de tipo de representacién finito de clase de Cartan A, en a;, para i =1,...,l. Se tiene,
para cada ¢, que I',, es isomorfa a T'(A,,), donde A,, es un ramo truncado en a; y a; es un pozo
en A,,. Eliminando de los ciclos de () exactamente una flecha, se obtiene un algebra, digamos
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A’. Eliminando ademés en cada Qr,, flechas apropiadas para obtener Mg, resulta un algebra
A inclinada iterada de tipo Dynkin @ tal que T' ~ T (A). El dlgebra A’ es inclinada iterada de
tipo Ep, con p = 6,7. M4s aiin, por construccién, A’ es una subcategoria convexa llena de A.

Se sigue entonces que @ # D,.

Teorema 3.3.11. Sea T una extensisn trivial tal que el mdzimo nimero de sumandos directos
indescomponibles de TP /soc P es dos, para todo P proyectivo indescomponible. Entonces I' es
de tipo de representacién finito de clase de Cartan D, si, y sdlo si, el diagrama ordinario de I

es uno de los siguientes:

@

Cada una de estas extensiones triviales contiene al menos un vértice con “01".

Demostracién:  Para cada dlgebra I' de la lista es posible probar que I' es de tipo de repre-
sentacién finito de clase de Cartan I, por induccién en 7, donde r es el niimero de vértices de
Qr sefialados como “1”. La idea de la demostracién es la siguiente: se elige en I' uno cualquiera
de los vértices indicados con “[3”, designemos con a1 a dicho vértice. Se reemplaza

donde n, es ¢l nitmero de vértices de la extensién trivial T, de tipo finito de clase de Cartan
A,,. Se obtiene as{ un algebra I" con el mismo tipo de representacion y la misma clase de
Cartan que I'. T” tiene r — 1 vértices sefialados con “3".

Haremos con todo detalle la demostracién cuando I' es el dlgebra (4). Para los restantes

casos, el procedimiento es totalmente andlogo aunque més sencillo.

Sea r = 1 y a; un vértice de Qr tal que [y, = k@, /I N kQ,, es una extensién trivial de
tipo de representacién finito de clase de Cartan A,,, con @, subdiagrama lleno de . Se sigue
de la Observacién 3.3.3 que I'y, =~ T'(A,,), donde A,, es un ramo truncado en a; de longitud
ny v a1 es un pozo en A,,. Eliminando de los ciclos de T, flechas apropiadas para obtener
Ag, ¥ de los restantes ciclos de I las flechas que se indican con “//”, resulta el dlgebra A dada por
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el siguiente diagrama con relaciones:

donde en a; se tiene el ramo truncado A,,. Consideremos el dlgebra A’ que se obtiene a partir

de A reemplazando el ramo truncado A, por

a,;=1 n,

De acuerdo al Corolario 3.1.11, A’ = End, (U)?, para algtin A-médulo inclinante U/. Ahora
bien, A’ es inclinada iterada de tipo Dynkin D, pues T (A’) es isomerfa a la extensién trivial:

que es de tipo de representacién finito de clase de Cartan D,, seglin vimos en 3.2.6. En
consecuencia, A es inclinada iterada de tipo Dynkin D, vy de aqui: ' ~ T (A) es de tipo de

representacion finito de clase de Cartan D,,.

Sir > 1, se elige un vértice indicado con “00", digamos a;. El mismo argumento usado
cuando r = 1 se aplica aqui, con la diferencia que el dlgebra A’ obtenida es tal que T (A') es
como (5), pero con r — | vértices sefialados con “00”. Vale entonces la hipdtesis inductiva para

T{A).
Para probar la suficiencia, basta verificar, de acuerdo con la Observacién 3.3.10 que las

siguientes algebras no son de clase de Cartan Iy,

© Lo L@

Usaremos la misma técnica aplicada anteriormente. Es decir, en cada caso, hallamos un édlgebra
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A, tal que su extensién trivial sea isomorfa al dlgebra I" definida y mostramos una subcategoria
convexa llena de A, inclinada iterada de tipo Eg. Indicamos con “+”los vértices a de A en los
cuales se tiene un ramo truncado de longitud mayor o igual que dos y tales que a es un pozo

del mismo.

En el primer caso, sea A el dlgebra dada por el siguiente diagrama con relaciones:

Luego:

es una subcategoria convexa llena de A, inclinada de tipo Dynkin [He.

Para el caso (b), consideremos el dlgebra A :

a;
a;

/-
En consecuencia:

4

a
es una subcategoria convexa llena de A, inclinada de tipo .

SiT' es el algebra (c), elegimos A como sigue:

!
=

es una subcategoria convexa llena de A, inclinada de tipo Eg.

Se tiene entonces que

Cuando T es el dlgebra (d), consideramos A :

a
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Por lo tanto:

g,

m=2 m-1*m
es una subcategoria convexa llena de A, inclinada de tipo [Eg.

Para e] dlgebra (e) sea A dada por el diagrama con relaciones:

Lo
\'. ‘..‘_ :"“

1

Sim = 2, la subcategorfa convexa llena de A que sigue:
2
i
es inclinada iterada de tipo Dynkin Eg, pues segiin vimos en 3.3.2, su extensién trivial es

de tipo finito de clase de Cartan Es. Cuando m > 2, consideramos la siguiente subcategoria

convexa llena de A :

m-1

[
a,
que es inclinada de tipo Fg.
Si I es el dlgebra (f), consideramos A :
g '
T

Como en el caso anterior, si m = 2, la subcategoria convexa llena de A
2
4

es, de acuerdo a lo visto en 3.3.2, inclinada iterada de tipo Es. Para m > 2, se puede elegir
como subcategoria convexa llena de A, inclinada de tipo Eg la siguiente:

m-1
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Por dltimo, si ' es el dlgebra (g), sea A :

Fl estudio del caso precedente nos permite afirmar, que A tiene una subcategoria convexa llena
inclinada iterada de tipo Eg. Esto concluye la demostracién del teorema. ]

3.3.4 De clase de Cartan Ey

A continuacién nos ocuparemos de la clasificacién de las extensiones triviales de tipo de repre-
sentacién finito de clase de Cartan %, para las cuales el méaximo niimero de sumandos directos
indescomponibles de vP/soc P es dos. Comenzamos con los siguientes lemas que seran de gran
utilidad en la resolucién de nuestro problema de clasificacién, pues permiten reducir varios
casos a otros estudiados previamente. Como hasta ahora, el simbolo “C1”en un vértice a de una
extensién trivial I' = ¥Q/I dada indica que en el mismo hay una extensién trivial ', de tipo
de representacién finito de clase de Cartan A.,.

Lema 3.3.12. Sea I = kQ/I la extension trivial dada por uno de los siguientes diagramas,

con las relaciones correspondientes:

g b <axh, b=b d

y sea T = kQ'/T" la extension trivial dada por uno de los siguientes diagramas, con las rela-

ciones correspondientes:

@ <b = bm>b,=b

/“ti 7

0 K J>

Para cada i = 1,2.3,4 se tiene que la extensidn trivial I’ dada en el caso (i) es de tipo de
representacidn finito de clase de Cartan A si, y sdlo si, la extension irivial & dada en el caso
() es de tipo de representacién finito de clase de Cartan A.
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Demostracién: Sea I' = kQ/I la extensién trivial dada en (i). De acuerdo a la Obser-
vacién 3.3.3, ', = kQ,/I N kQ, es isomorfa a T(4,), donde A, es un ramo truncado en a de
longitud n v a es un pozo en A,. Por lo tanto, A, ~ I',/J,, para algin ideal bildtero J,.

Sii = 1, el 4lgebra cociente A = I'/J, donde J es el ideal bildtero generado por J, y la
flecha con origen en el vértice a, estd dada por el diagrama con relaciones siguiente:

El sfmbolo “+”indica A tiene en a un ramo truncado de longitud n tal que a es un pozo del
mismo. Ademés, I' ~ T(A). Sea A’ el dlgebra que se obtiene a partir de A reemplazando el

ramo truncado A, por:

Se sigue de aqui que ¥ ~ T'(A’). Luego, I es de tipo de representacién finito de clase de Cartan
A si, y sélo si, A es inclinada iterada de tipo Dynkin A. Del Corolario 3.1.11 resulta que A
es inclinada iterada de tipo Dynkin A si, y s6lo s{ A’ es inclinada iterada de tipo Dynkin A.
En consecuencia, I" es de tipo de representacién finito de clase de Cartan A si, y sdlo si, ¥ es
de tipo de representacidn finito de clase de Cartan A.

Si ¢ = 3, consideramos el 4lgebra cociente A = I'/J, donde J es el ideal bildtero generado
por J, v las flechas o : @ — by, 8 : a — ¢, dada por el diagrama con relaciones siguiente:

V ..... ._.ff\ /c‘

De aquif en més, la demostracién sigue como en el caso precedente.

Para i = 2 la afirmacién resulta, como en el caso previo, si se elige J como el ideal bildtero

generado por J, y por la flecha con origen en el vértice a.

Finalmente, para i = 4, se elige J como el ideal bildtero generado por J, y las dos flechas

con origen en el vértice b. |

Lema 3.3.13. Sea D" una extension trivial tal que la situacidn local en el vértice a es la descripla
en el caso (i) del Lema 3.3.12, con ¢ = 1,2,3,4, y & la extensidn trivial que resulta de T
reemplazando la situacion (i) por la situacidn (i), entonces I' es de tipo de representacidn fini-
to de clase de Cartan A si, y sdlo si, T es de tipo de representacion finito de clase de Cartan

A.

Demostracién:  Los argumentos usados en la demostracién del Lema 3.3.12 valen en este

caso. |
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Ejemplo 3.3.14. Sea {} el diagrama

e

y sea ' == kQ/I la extensién trivial correspondiente. Resulta del Corolario 3.2.7 que la
extensién trivial & = k@Q'/I’, donde @’ es el diagrama:

(N

con las relaciones pertinentes, es de tipo de representacién finito de clase de Cartan E-, se sigue
entonces que I es de tipo de representacién finito de clase de Cartan Er.

Lema 3.8.15. Las extensiones triviales definidas por los siguientes diagramas, con las rela-
ciones correspondientes, son de tipo de representacion infinito:

o B

Demostracion: Para cada extensién trivial [;, con ¢ = 1,2, mostramos a continuacién
un algebra A;, que contiene un subdiagrama convexo lleno A; de la lista [HV] y tal que
T(A;) = T, probando asi que I'; es de tipo de representacion infinito.

a b,

Lo que completa la demostracién. |

En el teorema siguiente, el simbolo “I1”en un vértice de una extensién trivial I' dada, indica
que en el mismo hay una extensién trivial T, de tipo de representacién finito de clase de Cartan
A, con n apropiado, de modo que el diagrama ordinario de I' tenga siete vértices y se satisfagan
las condiciones de la Definicién 3.3.4.

Teorema 3.3.16. Sea I una extensién trivial tal que el mdzimo nimero de sumandos directos
indescomponibles de TP /soc P es dos, para todo P proyectivo indescomponible. Entonces I' es
de tipo de representacién finito de clase de Cartan By si, y sélo si, el diagrama ordinario de I’

es uno de los siguientes:
1) 2)0% 3) 4) 5)':f 6 7)
L N
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TILP LY e
Y

Demostracion: Cada dlgebra I" de la lista satisface que para todo I'—médulo proyective
indescomponible P, el mdximo niimero de sumandos directos indescomponibles de rP/soc P
es dos. Para verificar que I' es de tipo de representacién finito de clase Cartan E; basta, segin
el Lema 3.3.12 y el Lema 3.3.15, comparar I" con una extension trivial £ de las dadas en
el Corolario 3.2.7. Mds aiin, hecho esto, los lemas y el corolario mencionados nos permiten
concluir que la lista estd completa. A continuacién mostramos el dlgebra 2 considerada. en los

distintos casos.

Para las dlgebras (1), (4}, (5), (9), (14}, (15), (16), (29) y (30) de la lista, ¥ es la extensién

trivial:

En los casos (2), (7), (8), (11), (13) y (28), el dlgebra X es la siguiente:

SiT es (3), (6), (10), (12) o (27), consideramos X :

A
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Las 4lgebras (17), (39) y (41) se comparan con la extensién trivial I

VAV,
v

Para las dlgebras (18) y (34) T es:

En los casos (19), (23) y (87), la extensién trivial T es la siguiente:

N

Las 4lgebras (20) y (25) se comparan con ¥

y el dlgebra (38) con L.
SiT es (21), (24) o (35), se considera ¥ :

i

En los casos (22) y (40), T es el dlgebra dada por:

<

Las algebras (26), (31), (32) y (33) de la lista se comparan, respectivamente, con las si-

G0

Finalmente, las dlgebras (42}, ( (45) se comparan, respectivamente, con las ex-

y para el &lgebra (36) tomamos L.

guientes 2 :
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tensiones triviales X siguientes:

Jiv.O WVAVAVARS'S

Asi la demostracién del teorema estd completa. ||

3.3.5 De clase de Cartan [Eg

Nos ocuparemos aqui de la clasificacién de las extensiones triviales de tipo de representacién
finito de clase de Cartan Eg para las cuales el maximo ndmero de sumandos directos indes-
componibles de rP/soc P es dos. En el siguiente teorema, el simbolo “[0”en un vértice de una
extensién trivial [' dada, indica que en el mismo hay una extension trivial I, de tipo de repre-
sentacién finito de clase de Cartan A,, con n apropiado, de modo que el diagrama ordinario de

I’ tenga ocho vértices y se satisfagan las condiciones de la Definicién 3.3.4.

Teorema 3.3.17. Sea [" una extension trivial tal que el mdzimo nimero de sumandos directos
indescomponibles de v P/soc P es dos, para todo P proyectivo indescomponible. Entonces ' es
de tipo de representacion finito de clase de Cartan Eg si, y sélo si, el diagrama ordinario de T’

4) 0 (6) é ™1

| s

(11) Lo (13) 3@
ety |

(17) @ (18) f (19) (20)

(24) (25) (26)

(30) bA/ @31 \Aé (32)
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(33) (34) (35)

(38)
(43)
(48)

(53)

(60) o@ (61)

(66)%% (67)

(73)

(59

EW%M@
I

(65)

(72)

(78)@ 9L

(90)
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(77) |

@”&QE

o~
oo
.
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¥

(88) (89)

%E

(39)% (40)

M o

(36)% (37)
mgﬁ

(46)

1) W (52)
m@
@ N oy

(68)

&

(47}

@@ﬁa“@
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—
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{64)

Wﬂ% (70)
(74) g (75)§ (76)
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(91)% (92)
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(100)

&’

(101)% (102)<&> (103)%}7 (104)K (105)
(107) (108)0@ (109)% (110)

(117) (118)
(121)@ (122)? (123)

(130)@ (131)@ (132)

(134) (135) (136)

(106)

S

(111)

p Y

O@@s

(116) (119)

@
%

§

(120) (124)
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q
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(125) (126)
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5

(133) (137)

gs

r

(140)% (141)@0 (142)
(145) @ (146) 1 4

(150) (151) L (152 (153)

(138) (139 {143)
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(144) (148)

(149)
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(159)

>

(160) (lél)ﬁ (162) (163)

(165) (166) (167) § (168)
>
(170) (171 (172)% (173)% (174)

Demostracién:  Cada algebra I' de la lista satisface que para todo I'-médulo proyectivo

{164)

ZES
%

(169)

G
&

indescomponible P, el méximo niimero de sumandos directos indescomponibles de vP/soc P
es dos. Para verificar que I" es de tipo de representacién finito de clase Cartan Eg basta, segin
el Lema 3.3.12 y el Lema 3.3.15, comparar [" con una extensién trivial de las dadas en el
Corolario 3.2.9. Hecho esto, los lemas y el corolario mencionados nos permiten concluir que
la lista estd completa.

Las algebras (1), (4), (5), (9), (21), (22), (23), (24), (26), (27), (54), (55), (56), (58), (59),
(60), (97) ¥ (98) de la lista, se comparan con la extensién trivial (3) del Corolario 3.2.9.

Para las 4lgebras (2), (7), (8), (11), (13), (14), (15), (18), (20), (57), (61), (95) y (96),
consideramos la extensién trivial (2) del Corolario 3.2.9.

En los casos (3), (6), (10), (12), (16), (17), (19), (93) y (94), comparamos con la extension
trivial (1) del Corolario 3.2.9.

Las lgebras (28), (78), (80), (85), (117), (118) y (119) se comparan con la extension trivial
(13) del Corolario 3.2.9.

Para las dlgebras (29), (68), (73), (144) y (146), consideramos la extensién trivial (36) del
Corolario 3.2.9.

En los casos (30), (38), (39), (76), (105) y (108), comparamos con la extensién trivial (7)
del Corolario 3.2.9.

Las algebras (31), (45), (47), (77), (110) y (111) se comparan con la extensién trivial (9)
del Corolario 3.2.9.

Para las algebras (32), (42), (43), (69), (137) y (138), consideramos la extensién trivial (32)
del Corolario 3.2.9.

En los casos (33), (70), (82), (83), (116), (141) y (148), comparamos con la extension trivial
(34) del Corolario 3.2.9.

Las algebras (34), (71), (72), (79), (139), (142) y (145) se comparan con la extension trivial
(35) del Corolario 3.2.9.
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Para las dlgebras (35), (41), (46), (49), (81), (107) y (109), consideramos la extensién trivial
(8) del Corolario 3.2.9.

En los casos (36), (40), (74), (84), (106), (135) y (140), comparamos con la extensién trivial
(76) del Corolario 3.2.9.

Las édlgebras (37), (44), (48), (75) y (136) se comparan con la extensién trivial (33) del
Corolario 3.2.9.

Para las algebras (50), (52) v (148), consideramos la extensién trivial (37) del Coro-
lario 3.2.9.

Las &lgebras (51), (53} v (149) se comparan con la extensién trivial (38) del Corolario 3.2.9.
BEn los casos (62), (99) y (100), comparamos con la extensién trivial (5) del Corolario 3.2.9.

Para las dlgebras (63), (113) y (114), consideramos la extensién trivial (12) del Coro-
lario 3.2.9.

Las dlgebras (64) y (104) se comparan con la extension trivial (4) del Corolario 3.2.9.
En los casos (65) y (102), comparamos con la extensién trivial (6) del Corolario 3.2.9.

Para las algebras (66), (101) y (112), consideramos la extensién trivial (10) del Coro-
lario 3.2.9.

Las é&lgebras (67), (103) y (115) se comparan con la extensién trivial (11) del Coro-
lario 3.2.9.

En los casos (86), (127) vy (128), comparamos con la extensién trivial (17) del Coro-
lario 3.2.9.

Para las lgebras (87), (129) y (131), consideramos la extensién trivial (24) del Coro-
lario 3.2.9.

Las &lgebras (88), (126) y (130) se comparan con la extensién trivial (23) del Coro-
lario 3.2.9.

En los casos (89) y (132), comparamos con la extensién trivial (26) del Corolaric 3.2.9.

Para las &lgebras (90), (158) y (159), consideramos la extensién trivial (46) del Coro-
lario 3.2.9.

En los casos (91), (150) y (151), comparamos con la extensién trivial (40) del Coro-
lario 3.2.9.

Las dlgebras (92), (152) y (157) se comparan con la extensién trivial (44) del Coro-
lario 3.2.9.

Finalmente, las dlgebras (120), (121), (122), (123), (124), (125), (133), (134), (147), (153),
(154), (155), (156), (160), (161), (162), (163), (164), (165), (166), (167), (168), (169), (170),
(171), (172), (173) y (174) se comparan, respectivamente, con las extensiones triviales (14},
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(39), (15), (16), (21), (19), (20), (25), (27), (42), (43), (45), (41), (47), (81), (50), (53), (70},
(54), (56), (57), (61), (59), (63), (62), (71), (73} y (77) del Corolario 3.2.9. |

124



Capitulo 4

Algebras inclinadas iteradas de tipo

Dynkin

Es importante notar que los resultados obtenidos en los capitulos 1 y 3 permiten determinar
con facilidad si un dlgebra es inclinada iterada de tipo Dynkin. Maés precisamente, dada un
algebra A, en primer lugar se describe T (A} como el dlgebra de caminos de un diagrama con
relaciones, usando los teoremas 1.2.2 y 1.3.4. El siguiente paso es ver si T (A) es isomorfa a
alguna de las dlgebras caracterizadas o listadas en el Capitulo 3.

Por otra parte, dada una extensién trivial I' de tipo de representacién finito de clase de
Cartan @, todas las dlgebras A que se obtienen eliminando exactamente una flecha de cada
ciclo no nulo de @r son inclinadas iteradas de tipo Dynkin @, pues I' =~ T (A).

El presente capitulo estd dividido en tres secciones. En la primera veremos cémo obtener,
empleando los métodos indicados previamente, las caracterizaciones de las algebras inclinadas
iteradas de tipo Dynkin A, y D,, dadas en [AsH] y [AsS2, K], respectivamente.

Con las mismas técnicas, mostraremos cémo hallar la clasificacién de las dlgebras inclinadas

iteradas de tipo Eg, dadas por D. Happel en [Ha).

La segunda seccién estd dedicada al estudio de las dlgebras inclinadas iteradas de tipos Iy
y Eg. Si bien no daremos una lista completa de las mismas, incluimos alli una serie de ejemplos
que ilustran cémo decidir si un algebra dada es inclinada iterada de tipo E7 6 Tg.

En la tdltima seccién incluimos la caracterizacién dada por I. Assem, J. Nehring y A.
Skowronisky en [AsNS] sobre extensiones triviales domésticas de dlgebras simplemente conexas.
Usando este importante resultado, la descripcién del diagrama y relaciones de la extensién tri-
vial de un algebra schurian dada en el Capitulo 1 y la lista [HV], damos algunos ejemplos

de élgebras inclinadas iteradas de tipo ﬁn 6 IEP de tipo de representacién finito.
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4.1 Algebras inclinadas iteradas de tipos Dynkin A,, D,
y Eg

4.1.1 Algebras inclinadas iteradas de tipo Dynkin A,

I. Assem y D. Happel clasificaron en [AsH] las dlgebras inclinadas iteradas de tipo A,. Antes
de enunciar el teorema correspondiente, es necesario recordar que si A = kQ/I, una relacién
7= ;0 de I, con § caminos de r a y, se dice minimal si 2ics,0i ¢ I, para todo subconjunto

no vacio Jy G J.

Recordemos también que dado un vértice a de un diagrama @), se dice que b es vecino de
a si existe una flecha de a en b o bien, una de b en a.

En adelante, designaremos con |@)} al grafo no orientado de Q.
Teorema 4.1.1 (Assem — Happel). Sea A = kQ/I una k-dlgebra de dimensidn finita, bd-

sica y conera. Entonces, las siquientes afirmaciones son equivalentes:

i) A es inclinada iterada de tipo A,.
it} El diagrama con relaciones (Q, I) verifica las siguientes condiciones:

b1) |@| es un drbol
by) Las relaciones minimales son relaciones cero de longitud dos.
bs) Todo vértice tiene, u los sumno, cuairo vecinos

by) Si un vértice tiene cuatro vecinos, entonces:

N con Ba=8y=0

es un diagrama lleno de (Q,T).

bs) St un vértice tiene tres vecinos, entonces:

B [ o con Ba=0, obien: EI a con Ba=0

es un subdiagrama lleno de (Q,I). En particular:

a,
i =yf = P o =vo =
con you=yp=90 Y con Ba=yua=0
p Y

no son subdiagramas llenos de (Q, I).

Demostraremos a continuacién este resultado aplicando el Teorema [AHR) y los resultados
obtenidos en el Capitulo 3 sobre las extensiones triviales de tipo de representacién finito de
clase de Cartan A,,.
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Demostracién: (del teorema 4.1.1) Sea A = kQ/I una k-dlgebra de dimensién finita,
bésica y conexa y supongamos que A es inclinada iterada de tipo Dynkin A,. Del Teorema
[AHR] se sigue que 7' (A) es de tipo de representacién finito de clase de Cartan A, luego, por
el Teorema 3.1.13, el Corolario 3.2.4 y el Teorema 3.3.2, resulta que T (A) satisface las
siguientes condiciones:

i) Para todo vértice a en Qra), cada clase de congruencia de ciclos en C, tiene un tnico
elemento.

i) Si Cy,..., ) son ciclos orientados en QJrea) tales que
CiNCys#0, ConCs#0, ...,CeaNCr#8,
entonces C; N C) = §.

iii) Para todo T (A)-médulo proyectivo indescomponible P, 7P /soc P tiene a lo sumo dos
sumandos directos indescomponibles.

Es claro que de (i) y (ii) resulta que |Q| es un drbol; es decir, (@, I) verifica la condicién
by).
El Teorema 1.3.4 y la condicién (i) implican que las relaciones minimales son relaciones

cero de longitud dos.

Cada vértice a de Q4 es también un vértice de Qrp). Por (i) y (iii), sabemos que a estd
en un sélo ciclo orientado, o bien en dos ciclos orientados no congruentes en T (A). Es decir, la

situacién local en a es:

& )
P - I_ ......
M 4 6 .
N T T —a i

Luego a tiene en A, a lo sumo, cuatro vecinos y tiene exactamente cuatro cuando las flechas
o, 8,7 y 6 pertenecen a (Qa);. Mds ain, en este caso se tiene, por el Teorema 1.3.4 que:

Lo que prueba by).

Por otra parte, si a € (Qa), tiene exactamente tres vecinos, entonces la situacion local en
a, considerado como vértice de Qray es (II) y ademds, & 0 6 no pertenecen a (Qa);- Se sigue
de aqui que:

__E_L‘i. o bien: _.B 1 o
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es un subdiagrama lleno de (@, I). Esto muestra la validez de bs).

Para probar la reciproca, veremos que si (@, 1) verifica las condiciones bi) a bs), entonces
T (A) satisface (i), (i) y (iii).

Probaremos en primer lugar la condicién (i). Para todo a cada clase de congruencia de
ciclos tiene un sélo elemento. Supongamos, por el absurdo, que existe un vértice a en (@u)o
con una clase de congruencia de ciclos en C, que tiene més de un elemento. Es claro que basta

analizar el caso en que dicha clase tiene dos ciclos. Sean entonces C) y Cs ciclos en C, tales que
C, N Cs es un camino « de longitud mayor o igual que uno.

Consideremos p; ¥ po, caminos maximales en (5, contenidos en C) y Ca, respectivamente.
Entonces 35, p1 ¥ B, P2 son ciclos elementales; y algiin reordenamiento circular de las flechas
de los mismos, da Cy y C, respectivamente. Si + contiene a f,,, entonces la situacién local en

a es:

Luego, eliminando &,, se tiene:

lo cual es absurdo, pues @, es un arbol.

Supongamos, en cambio, que ¥ no contiene Gy, entonces la situacion local en a es:

Eliminando las flechas f,, v fp, se obtiene el siguiente subdiagrama lleno de Q4 :

Esto contradice bs), 0 bien bs).

La condicién (i) se satisface, pues |@| es un drbol. Resta probar la condicién (iif). En
primer lugar, supongamos por el absurdo, que existe a € (QT(A))O tal que el médulo P, /soc P,
tiene tres sumandos directos indescomponibles. En el conjunto C, de los ciclos orientados no
nulos con origen en @ hay tres ciclos no congruentes; digamos Ch, Ca y Cs. Entonces la situacién
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local en a es la siguiente:

Consideremos las flechas con origen o fin en a, en €}, Cy v Cs. Analizando cudles de ellas
pertenecen al conjunto {Q4), y teniendo en cuenta que uno de los siguientes subdiagramas, o

bien su opuesto, es un subdiagrama lleno de (@, 1) :

resulta una contradiccién con.by) o bs). A partir de aqui, es claro que si vP,/soc P, tiene més
de tres sumandos directos indescomponibles, también se llega a una contradiccién.

4.1.2 Algebras inclinadas iteradas de tipo Dynkin D,

Consideraremos a continuacion las dlgebras inclinadas iteradas de tipo I,. Esta clase de
algebras ha sido estudiada por I. Assem, A. Skowronski y B. Keller, quienes las clasificaron
en [AsS2] y [K], respectivamente. Nuestro objetivo consiste en probar el mismo resultado de
manera andloga al caso anterior, es decir, utilizando el Teorema [AHR] y los resultados
obtenidos en el Capitulo 3, sobre extensiones triviales de tipo de representacién finito de clase
de Cartan D,.

Observemos primero que si una extensioén trivial I' se obtiene de I agregando una exten-
sién trivial I' de tipo de representacién finito de clase de Cartan A, en un vértice b, entonces
eliminando flechas resultan dlgebras A, A’y A" tales que T = T (A), ' =~ T (A} y T = T (A").
Las algebras A, A’ y A” verifican que:

(@a)oN(Qar)e =10} v (Qa)eU(Qar)y = (Qn)y-

Por otro lado, si o € (Qar); v § € (Qar},, entonces las composiciones o # y § o son cero, por
serlo las composiciones correspondientes en I'.

De modo que agregar a una extensién trivial I una extensién trivial I' de tipo de repre-
sentacion finito de clase de Cartan A, en un vértice, corresponde a extender el dlgebra A’ por

un ramo en el siguiente sentido:

Definicidén 4.1.2. Sean A = kQ/I y A" = k@Q'/INkQ’, con @' subdiagrama lleno de @ v b
un vértice de @ con a lo sumo dos vecinos en . Diremos que A es una extension de A’ en
b si el subdiagrama lleno @” de @), donde el conjunto Qf estd formado por b, sus vecinos en
@ v los elementos de Qp — @4, satisface que A" = kQ"/I NKkQ" es un ramo. Es decir, es un
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subdiagrama finito, lleno y conexo de:

L

con todas las posibles relaciones de la forma 8 a=0=«a 5.

De aquf en adelante, si A es una extensién de A’ en b, indicaremos al vértice b con un

asterisco ().

Recordemos ahora de [AsS2] la siguiente definicidn:

Definicién 4.1.3. Un algebra A = k@/I se dice un D-cuadro si A es inclinada iterada de
tipo Dynkin ID,, y para toda fuente o todo pozo i € Qo, A/(e;} es inclinada iterada de tipo
Dynkin A,_;.

Proposicién 4.1.4 (Assem — Skowroniski). Los D,—cuadros son los siguientes:

(5)

Probaremos a continuacién esta proposicién usando los resultados sobre extensiones triviales
de tipo de representacién finito de clase de Cartan I, obtenidos en el Capitulo 3.

Demostracién: (de la proposicién 4.1.4) Usando las técnicas empleadas en el Capitulo 3
es facil ver que las dlgebras de la lista son ID,—cuadros. Resta probar que la lista esta completa.
Supongamos entonces que A = kQ/I es un D,~cuadro, luego T (A) es de tipo de representacién
finito de clase de Cartan I,. Ademéss T (A) verifica que rP/soc P es indescomponible para
todo T (A)-médulo proyectivo indescomponible P, o bien que existe una sucesién de Auslander
— Reiten con cuatro términos en el medio. En efecto, en caso contrario es facil ver que existe
una fuente (o un pozo) 7 tal que A/{e;) no es inclinada iterada de tipo Dynkin A,_;.

Si existe una sucesién de Auslander — Reiten con cuatro términos en el medio, la condicién
sobre A/{e;) implica que T'(A) es el dlgebra dada por el diagrama

A

con las relaciones correspondientes. De aquf se deduce que A es un Dy~cuadro de la forma (3),

(4) o (5).
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Si, en cambio, TP /soc P es indescomponible para todo 7" (A)-médulo proyectivo indescom-
ponible P, entonces T'(A) es el dlgebra dada por uno de los diagramas que siguen, con las

relaciones correspondientes:

Q,
(a) @I ) @: (m=3)
........... B

En efecto, si Qra) es

?‘f o bien:

es sencillo ver que para alguna fuente (o alglin pozo) i € @4, el dlgebra cociente A/{e;) no es
inclinada. iterada de tipo A,-3. En el caso (a), si la flecha o comiin a ambos ciclos no pertenece
a QJa, entonces se tiene que A es el dlgebra (1) de la lista. Ahora bien, si o € (@Q4),, entonces
necesariamente T (A) es el 4lgebra:

pues si no, no se verifica la condicién sobre A/{e;). De aqui se deduce que A es un D;-cuadro
de la forma (3) o (2).

Finalmente, en el caso (b), si las flechas & y 8 no pertenecen a ((J4);, entonces A es el
D.i—cuadro (2) de la lista. Un analisis andlogo al efectuado anteriormente muestra que en los
casos restantes A es un ID,~cuadro de la forma (3), lo cual completa la demostracién. i

Teorema 4.1.5 (Assem — Skowroniski y Keller). Un digebra A = kQ/I es inclinada tte-
rada de tipo D, s1, y solo si, (@, ) es un subdiagrama finito, lleno y conezo de uno de los
diagramas con relaciones siguientes y contiene al menos un cuadro:

(Ds)

Demostracién:  Por el Teorema 3.1.13 sabemos que las extensiones triviales de tipo de
representacién finito de clase de Cartan I, con una sucesién de Auslander — Reiten con cuatro
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términos en el medio son las extensiones triviales de las dlgebras que se obtienen de

agregando un ramo truncado en el vértice 4. Segin lo estudiado en 3.2.6 y 3.3.3, las restantes
extensiones triviales de tipo de representacién finito de clase de Cartan I, estdn dadas por los

diagramas de la forma:

® @

con las relaciones correspondientes, y donde en los vértices seflalados con “[3”, es posible
agregar extensiones triviales de tipo de representacién finito de clase A,,.

Para cada 4lgebra I" de las mencionadas arriba, mostraremos a continuacion que las dlgebras
A = k@/I no isomorfas que se obtienen eliminando exactamente una flecha de cuda ciclo
orientado no nulo de Qy, verifican que (@, I) es un subdiagrama finito, lleno y conexo de uno
de los diagramas con relaciones listados y contiene al menos un D,;—cuadro.

Como T (A) ~ T, se deduce del Teorema [AHR] que A es inclinada iterada de tipo D,.
Mis aiin, como la lista de las extensiones triviales de tipo de representacion finito de clase D,
est4 completa, concluimos que las dlgebras dadas por diagramas con relaciones que verifican
las condiciones del teorema son todas las dlgebras inclinadas iteradas de tipo ID,,.

Notemos, de acuerdo a lo observado con anterioridad gue al eliminar flechas de una exten-
sién trivial I' dada, podemos reemplazar los “0”por “*”. Ademds, en ciertos casos es necesario

reemplazar “s—k”por “#x”.

Dada la extensién trivial I" :

Supongamos que los ciclos C'y C' tienen longitud mayor o igual que cuatro; entonces eliminando
la. flecha v, en los ciclos C' y C' una flecha con origen o fin distinto de los vértices 1, 20 3, y
flechas en los restantes ciclos de I se obtiene (D)) o bien un subdiagrama finito, lleno y conexo

del mismo.

Es claro que si € o C’ tienen longitud menor que cuatro, se obtienen algebras dadas por
diagramas con relaciones que verifican las condiciones del teorema. Ademas, en cualquier caso,
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las dlgebras indicadas, contienen al cuadro (1).

Sea azhora la extensidn trivial:

eliminando la flecha ¢, en el ciclo C la flecha «y, en ¢’ una flecha con fin distinto de 2 si
long (C’) > 4, y Hechas en los restantes ciclos, resulta un diagrama con relaciones de la forma
(D,) o un subdiagrama del mismo que verifica las condiciones requeridas, y que contiene un

cuadro de la forma (2).
Si long (C") < 4 es facil ver que se obtiene también un subdiagrama de (Dy).

La otra orientacién del lado no orientado en (D), resulta eliminando 8 de €7, y haciendo

un analisis similar sobre la flecha a eliminar en C.

Consideremos la extension trivial T :

Eliminando las flechas @ y § y recordando que podemos reemplazar “{]"por “s*”, obtenemos
(D3) o un subdiagrama finito, lleno y conexo del mismo conteniendo al cuadro (2).

Notemos que (Ds) se obtiene de

eliminando la flecha «, reemplazando los cuadrados de los vértices 2 y 3 por asteriscos, y st en
los vértices 1 y 4 se tienen extensiones triviales de tipo A,,, con m > 3, se considera la flecha

que lega a 1 (0 a 4) y la que sale de 1 {0 de 4).

Finalmente, {D;s) se obtiene de la extensién trivial:

<]

Con esto, la demostracién del teorema estd completa.
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4.1.3 Algebras inclinadas iteradas de tipo Dynkin Eg

Nos ocuparemos ahora de las dlgebras inclinadas iteradas de tipo Dynkin Eg. D. Happel probd
en [Ha] el siguiente resultado, en el cual se da la lista de todas las lgebras A = kQ/I inclinadas
iteradas de tipo Eg, tales que |Q] no es un drbol. En lo que sigue, los lados ! no orientados
pueden ser orientados arbitrariamente.

Cuatro dlgebras de las aqui listadas no aparecen en [Ha], pero las incluimos porque son

inclinadas iteradas de tipo Esg.

Teorema 4.1.6 (Happel). Sea A = kQ/I un dlgebras inclinadas iteradas de tipo B tal que
|Q| no es un drbol. Entonces, A, o bien A, es isomorfa a una de las siguientes algebras:

Observacién 4.1.7. Las algebras (27), (28), (29) v (30) son las que no figuran en [Haj.

Nuestro propésito es probar el Teorema 4.1.6 usando la técnica indicada al comienzo del

capitulo.

Es consecuencia inmediata de lo estudiado en la Seccién 3.1, que todas las dlgebras A =
kG /I inclinadas iteradas de tipo Dynkin B, cuyas extensiones triviales tienen una sucesion de
Auslander — Reiten con cuatro términos en el medio, verifican que |@| es un arbol. Por esta
razén, s6lo consideraremos las extensiones triviales de tipo de representacién finito de clase de
Cartan [Eg dadas en 3.2.5 y 3.3.2.

Para cada extensién trivial T de las indicadas antes, mostraremos a continuacién todas las
4lgebras A = kQ/I no isomorfas, que se obtienen eliminando exactamente una flecha de cada
ciclo orientado no nulo de Qr vy tales que |@| no es un drbol. Se tiene entonces que A es inclinada
iterada de tipo Dynkin g, ya que T (A) =~ T.
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Por otra. parte, como la lista de las extensiones triviales mencionadas estd completa, resulta

que la de las inclinadas iteradas de tipo Eg, también lo esta.

Demostracién: (del teorema 4.1.6) Para la extensién trivial I :

<2

eliminando la flecha o se obtiene el dlgebra (1) de la lista.

<

eliminando o resulta un 4lgebra que corresponde a una de las orientaciones del lado [ en (3).

Dada la extension trivial T':

Si I es la extensién trivial dada por el diagrama siguiente, con las relaciones correspondien-

tes:

B

ket

entonces al eliminar las flechas a y 8 resulta un algebra que corresponde a una de las posibles

orientaciones del lado [ en (2).

Para la extensidén trivial T :

sea Jr el conjunto de flechas eliminadas de ¢Jr. Tenemos los siguientes casos:

i) Si Jp = {@;,ar} resulta el dlgebra A tal que A° corresponde a la otra orientacion del
lado | de (2).

it} Si Jr = {1, as} tenemos el dlgebra (5) de la lista.
i} Si Jp == {ag, 24} se obtiene un dlgebra de la clase (6) de la lista.
iv) Si Jr = {as, )} resulta el dlgebra (27).

v) Cuando Jr = {a, a5}, el dlgebra A resultante es tal que A es una de las posibles

orientaciones de (9).

vi) Si Jr = {@g, a5} se obtiene el dlgebra A, de modo que A% es isomorfa al dlgebra (23) de

la lista.
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Dada la extensidn trivial T" :

Sea, como antes, Jr el conjunto de flechas eliminadas. Se presentan las siguientes posibilidades:

i) Si Jr = {ae, a5} se obtiene el dlgebra A tal que A es isomorfa a una de las algebras de
la clase (6).

ii) Si Jr = {03, 05} resulta un dlgebra cuya opuesta es isomorfa al digebra (20) de la lista.

iii) Si Jr = {0y} el diagrama con relaciones del dlgebra A resultante corresponde al dlgebra
(24) de la lista.

Consideremos ahora la extensién trivial [ :

Sea Jr el conjunto de flechas eliminadas. Tenemos que estudiar las siguientes posibilidades:

i) Si Jr = {a3, 04,2} se obtiene un élgebra que corresponde a una de las orientaciones
posibles de los lados [y, ls del dlgebra (7).

ii) Cuando Jr = {a, @7, ag} resulta un 4lgebra de la clase (8) de la lista.

i) SiJp = {o3, a4, s} tenemos un dlgebra que corresponde a una de las de clase (11).
iv) Cuando Jr = {as, av, a} se obtiene el dlgebra A tal que A% es isomorfa al dlgebra (22).
v) Para Jr = {as, o} se tiene el dlgebra (26) de la lista.

vi) 8i Jp == {@i, a4, g} se obtiene el dlgebra (28) de la lista.

Sea I" la extensién trivial dada por:

a Q.
o, PN
% /e

Qs

y sea el conjunto Jr definido como antes. Los casos a considerar son:
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i} Si Jr = {o2, a4, as} se obtiene un dlgebra que corresponde a una de las orientaciones
posibles de los lados Iy, I3 del dlgebra (7).

i) Jp = {1, %, a9}. En este caso resulta un 4lgebra correspondiente a una de las orienta-
ciones posibles del lado [ de (9).

iii) Para Jr = {as, 04, s} se obtiene el dlgebra A, tal que A% es isomorfa a una de las

dlgebras de clase (11).

iv) Cuando Jr = {3, a4, g} resulta un dlgebra cuya opuesta es isomorfa al dlgebra (15) de
la lista.

v) Si Jp = {o, a7} obtenemos el dlgebra (25) de la lista.

Analizando la extensién trivial I :

se presentan los sigulentes casos:

i) Si Jpr = {o, &y, o} se obtiene un élgebra cuya opuesta es isomorfa a una de las algebras
de clase (10).

ii) Cuando Jr = {a1, as, ag} resulta el dlgebra A, tal que A es isomorfa a una de clase (14)

de la lista.

Dada la extension trivial I":

se tienen las siguientes posibilidades:

i) Si Jr = {a1, o, as} obtenemos el dlgebra (12).

ii) Cuando Jr = {ov, ar, ag} resulta el dlgebra (29):
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Sea ahora la extensién trivial I":

Se presentan los siguientes casos:

i) Si Jpr = {a1, ar} se obtiene el dlgebra A tal que A°? es isomorfa a una de las dlgebras de
clase (3)

ii) Cuando Jr = {oy, as} resulta el dlgebra (30) de la lista.

Dada la extension trivial I':

eliminando las flechas o, a7 resulta el dlgebra (4) de la lista.

Consideremos la extensién trivial I":

eliminando las flechas «y, o resulta un dlgebra correspondiente a una de las orienfaciones
posibles de (10).

Dada la extension trivial I' ;

tenemos que considerar las siguientes posibilidades:

i) Si Jp = {0, s, 08} se obtiene un algebra que corresponde a una de las orientaciones

posibles de los lados Iy, Iz en (6).

ii) Cuando Jr = {cs, s, a9} tenemos el dlgebra A tal que AP corresponde a una de las

posibles orientaciones de (8).
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iii) Si Jp = {og, s, ag} se obtiene el dlgebra (13) de la lista.
iv) Para Jr = {a1, o, o} resulta un dlgebra de la clase (17).

v) SiJr = {a3, o5, 0} tenemos el dlgebra (18) de la lista.

Finalmente, dada la extensién trivial I :

se presentan los siguientes casos:

i) Si Jp = {ag, a5, 09} se obtiene un dlgebra que corresponde a una de las orientaciones
posibles de los lados Ii, Iz en (6).

ii) Si Jp = {aa, as, ag} resulta el dlgebra (16) de la lista.

iii) 8i Jr = {1, @, g} obtenemos un algebra A tal que A? corresponde a una de la clase
(1m.

iv) Para Jp = {ag, a5, ag} se obtiene el dlgebra (19) de la lista.

Esto completa la demostracién del teorema.

4.1.4 Algebras inclinadas iteradas de tipos Dynkin E; y Eg

Las algebras inclinadas iteradas de tipos Dynkin E; y Eg fueron estudiadas por B. Roggon en
[Ro|, utilizando un programa en Pascal que forma parte del paquete de programas CREP sobre
teorfa de representaciones. En dicho trabajo se indica en particular que existen, a menos de
isomorfismos, 3.341 4lgebras inclinadas iteradas de tipo B y 21.948 algebras inclinadas iteradas
de tipo [Eg. Por esta razomn, no listaremos aquf todas estas dlgebras. Vale la pena mencionar,
sin embargo, que si éste fuera el propdsito, entonces en principio basta aplicar la misma técnica
que empleamos para la clasificacién de las dlgebras inclinadas iteradas de tipo Es. Es claro que
la dnica dificultad radica en la enorme cantidad de casos a considerar.

Daremos a continuacién algunos ejemplos para ilustrar cémo decidimos si un dlgebra es
inclinada iterada de tipe E; 6 Es, aplicando los resultados obtenidos sobre las extensiones

triviales de tipo de representacién finito de clase de Cartan [,.
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Ejemplo 4.1.8. Sea A el lgebra dada por el siguiente diagrama con relaciones:

2p—13

R A
7

Entonces, la extensién trivial 7' (A) de A estd dada por el diagrama que sigue, con las relaciones

correspondientes:

De acuerdo a lo visto en 3.3.4, T (A) es de tipo de representacién finito de clase de Cartan Ev.
Esto prueba que A es inclinada iterada de tipo Er.

Ejemplo 4.1.9. Consideremos ahora el dlgebra A :

Iy 3

==}
~ S

En este caso T (A) estd definida por el siguiente diagrama, con las relaciones correspondientes:

Segiin el Teorema 3.3.17, T'(A) es de tipo de representacién finito de clase de Cartan Eg y
en consecuencia, A es inclinada iterada de tipo Dynkin Hg.

Ejemplo 4.1.10. Si A estd definida por el diagrama con relaciones:

Entonces T (A) estd dada por el diagrama con relaciones que sigue:

2 5 14 1

7 6

3
Como T (A) no es una de las dlgebras listadas en el Teorema 3.3.16, concluimos que A no es
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inclinada iterada de tipo Er.

4.2 Algebras inclinadas iteradas de tipo euclideano D, 6

o~

Ep

Un resultado similar a los obtenidos en el Teorema [HW] y en el Teorema [AHR], fue
probado por I. Assem, J. Nehring y A. Skowrorisky en [AsNS], para el caso de tipo de represen-
tacion infinito. A efectos de enunciar el teorema correspondiente es necesario recordar algunas
definiciones.

Consideraremos algebras A simplemente conexas, en el sentido de [AsS1], cs decir, A es
triangular y para cualquier presentacién (@, ) de A, el grupo fundamental de (Q,7) es el
trivial. ’

Recordemos ahora que un dlgebra A se dice doméstica si existe un namero finito de funtores
F; : mod k[z] — mod A, 1 £ ¢ < n, donde k[z] es el anillo de polinomios en la variable z,

satisfaciendo las siguientes condiciones:

i) Paracadad, Fi = — Q@i donde Q; es un k[z]-A—mddulo, que es finitamente generado
y libre como k|z]-mddulo.

ii) Para cada dimensién d, todos salvo un nimero finito de A-mdédulos indescomponibles no
isomorfos de k-dimensién d, son de la forma F; (M), para algin i y algin k[z]-médulo

indescomponible M.
Finalmente, A se dice n—paramétrica si el nimero minimo de tales funtores es n.
Estamos en condiciones, ahora, de enunciar el teorema mencionado previamente:

Teorema 4.2.1 (Assem — Nehring — Skowronisky). Sea A una k-dlgebra de dimension fi-
nita, bdsica y coneza sobre un cuerpo algebraicamente cerrado k. St A es simplemente coneza,

entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
i) T'(A) es de tipo de representacicn infinito y doméstica.
iy T(A) es 2-paraméirica.

iii}) Existe un dlgebra A inclinada de tipo euclideano D, ¢ Ep de tipo de representacion infinito
tal que T (A) =~ T (A)).

iv) A es inclinada iterada de tipo euclideano D, 6 E,.
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A continuacién damos algunos ejemplos que ilustran cémo aplicar los resultados del Ca-
pitulo 1, el Teorema 4.2.1 y la lista [HV] en el estudio de dlgebras inclinadas iteradas de
tipo D, 6 IEP de tipo de representacién finito. Més precisamente, dada un 4lgebra A de la
lista [HIV] de tipo D, 6 E, construimos el diagrama con relaciones de T (A). Luego, todas las
dlgebras A’ tales que T (A’) ~ 7" (A) son las que se obtienen eliminando exactamente una flecha
de cada uno de los ciclos orientados no nulos de ¢p(y). Por el Teorema 4.2.1, las dlgebras A’
son inclinadas iteradas de tipo D, 6 ]ET,. Aplicando el criterio de Bongartz {Bo2|, resulta que
si A/ no contiene un dlgebra mansa oculta como subcategoria convexa llena, entonces A’ es de

tipo de representacién finito.

Reciprocamente, supongamos que un algebra A dada es tal que T'(A) ~ T (A’), donde A’ es
un élgebra de la lista [HV] de tipo ﬂi)n 6 IEP. Entonces, por el Teorema 4.2.1, resulta que A
es inclinada iterada de tipo Iﬁ}n 6 IEP. Nuevamente, aplicando el criterio de Bongartz, tenemos
que si A no contiene un ilgebra mansa oculta como subcategoria convexa llena, entonces A es

de tipo de representacién finito.

Ejemplo 4.2.2. Sea ¢} el diagrama:

—

Entonces A = k(@ es un 4lgebra de tipo euclideano ]]54. La extensién trivial de A estd dada por
el diagrama que sigue, con las relaciones correspondientes:

<

Eliminando las flechas indicadas con “//” obtenemos el dlgebra A’ :

Como T (A’) = T (A), se tiene, por el Teorema 4.2.1 que A’ es inclinada iterada de tipo Dy.
M4s aiin, como A’ no contiene un dlgebra de la lista [HV] como subcategoria convexa llena,

concluimos que A’ es de tipo de representacién finito.

Ejemplo 4.2.3. Dada el dlgebra A :

Tenemos que T (A) estd dada por el diagrama con relaciones siguiente:

K
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Eliminando las flechas sefialadas se obtiene el 4lgebra A’ :

<<

Ahora bien, A’ es hereditaria de tipo D5 y T (A’) ~ T (A). En consecuencia, A es inclinada
iterada de tipo Ds. Ademds, A es de tipo de representacién finito, pues no contiene ninguna

subcategorfa convexa llena que sea mansa oculta.

Ejemplo 4.2.4. Consideremos el 4dlgebra A mansa oculta de tipo ]EG que sigue:

A

Como T'(A) = T'(A), se deduce del Teorema 4.2.1 que A’ es inclinada iterada de tipo Eg.
Por otro lado, del criterio de Bongartz resulta que A’ es de tipo de representacién finito.

Ejemplo 4.2.5. La extensién trivial T, dada por el diagrama:

con las relaciones correspondientes, es isomorfa a la extensidn trivial del algebra mansa oculta

de tipo Ey:

O

Gy Oy Oy

oy

o

Oy

Uy

Sea A’ el dlgebra que se obtiene de I eliminando las flechas o, g, a7 v aje. Es claro que A/
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estd dada por el diagrama con relaciones:

05

Como T (A") ~ T (A) ~ T, se tiene por el Teorema 4.2.1 que A’ es inclinada iterada de tipo
E,. Més ain, A’ es de tipo de representacién finito.
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